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Module Commande Numeérique.
Par A.Meghebbar

Introduction aux systémes linéaires numériques.

L'utilisation des calculateurs numériques utilisés en temps réel pour commander, piloter,
guider...des procédés ou systemes physiques qui par e ssence sont le plus souvent continus a
donné naissance aux systemes commandés échantillonn és (discrets/numériques).

La commande par calculateur, ou processeur, d’'un pr ~ océdé nécessite la mise en ceuvre d'un
certain nombre d’éléments :
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Figure 1 : Structure de commande d’un systéme conti nu par calculateur.

» Un processeur (calculateur) qui élabore la commande Uy et réalise I'échantillonnage,

e Des convertisseurs analogique-numériques, CAN.

» Des capteurs ou organes de mesure qui transmettent au calculateur les informations
recueillies sur le systéme continu, a traversles ¢ onvertisseurs analogiques
numeériques,

e Des convertisseurs numérique-analogiques, CNA.

Un convertisseur N/A consistera & maintenir constan  te sur l'intervalle [kT, (k +1)T] la
commande soit :
u(t) =u(kT) OtO[KT,(k+D)T]

Un tel convertisseur est appelé Bloqueur d'Ordre Zé  ro (BOZ).

Intéréts de la commande par calculateurs.

La souplesse d'utilisation du calculateur (machine programmable) a la place d'un correcteur
analogique (machine cablée) est remarquable :
- Laflexibilité de la programmation permet de réalis  er des correcteurs finis, facilement
ajustables et auto-ajustables,



- Fourni une grande précision, résoud de probléme de
parameétres), augmente les rendements, améliore les

Etapes de mise en ceuvre de la commande par calculat __eurs.

- Choix la période d’échantillonnage,

- Détermination du correcteur numérique a partir d’'un cahier de charge,

complexité (grand nombre de
performances, etc....

- L e correcteur, calculé en général dans le doma ine fréquentiel, conduit, par retour au
domaine temporel au programme du calculateur (loi d e commande).ll élabore en temps réel la
commande qu’il enverra a chaque instant ou pas d’éc  hantillonnage au processus. L'évolution
du systéme dépend alors a chaque instant des résult  ats élaborés par le calculateur ; on parle

de commande par calculateurs en temps réel.

Comparaison ; correction analogique/correction numeé rique.

Numeérique Analogique
Avantages - capacité de mémoire le systeme est observé
sans limite, en continu (adapté aux

- grande possibilité se
synthése de la
récurrence (algorithme),

- algorithme adaptable,

- mise au point souple,

- convivialité (dialogue) et
sécurité (séquentiel).

systemes rapides),
précis.

Inconvénients - la boucle est ouverte en
dehors des instants
d’échantillonnage (!
oscillations non
observées),

- discrétisation de la
mesure (précis a

_ PE) |
= 2N , 'non
linéaire : risque de cycle
limite,
- compromis

fe/ N (nombre de bits),

pas encore adapté aux
systemes rapides
(Shannon).

structure rigide ; PID(ou
approchée),

possibilité de synthese
réduite,

mise au point et
adaptation difficile,
d’'un point de vue
technologique (valeurs
des composants), non
adapté aux systémes
lents.




Chapitrel. Modélisation des signaux et systémes discrets et/ou échantillonnés.
(Approche fréquentielle).

Dans la réalité industrielle, la complexité des sys  témes, ainsi que celle des traitements a
réaliser, nécessite souvent le recours a des outils numeériques de traitement (calculateurs
numeériques).Ces outils ne peuvent a aucun cas s'acc  ommoder de signaux continus ; ceux-
ci doivent étre transformés en suites de nombres po ur pouvoir étre traités.

On parle de systémes et de signaux a temps discrets par opposition a la notion de temps
continu.

La transformation d’un signal continu en signal di scret nécessite un échantillonnage, qui
consiste a prélever, a intervalles de temps régulie  rs, des valeurs discrétes du signal, puis
une conversion analogique numérique qui transforme ces échantillons en nombres codés.

1.1 Echantillonnage :

Le découpage temporel de I'information qu’est I'éch antillonnage est certainement la
caractéristique la plus importante de l'insertion d es calculateurs dans la commande des
processus.

Le terme échantillonné est réservé aux signaux (sys  temes) dont une variable au moins est
I'objet d’une quantification temporelle.

Le terme numérique est réservé aux signaux (systeme  s) dont une variable au moins est
I'objet d’'une double quantification a la fois en te mps et en amplitude (la quantification en
amplitude est appelée codage).

L'échantillonnage d'un signal temporel S(t) consiste donc a transformer celui-ci en une

suite discréte S = S(K) de valeurs prises a des instants KT, T, est appelée période
d’échantillonnage.

s'(f}

Signal continu Signal discret

s(1)

Figure 1.1 Echantillonnage d’'un signal guelcongque s (®).

S'(t) est le signal  S(t) échantillonné aux instants KT , il est défini par :
s7(t) = s(t).p(t); p(t) = >_A(t —KT) pou s'(t) = > s(kT)S(t —KT)
n=-o0 k=—c0
p(t) porte le nom de peigne de Dirac.
Exemples de signaux échantillonnés.

(k) k) (k)

A4




Impulsion de Dirac . Echelon unitaire. Rampe ou échelon de vitesse

Figures 1.2 Exemples de signaux échantillonnés simp ___les.

Exemples d’échantillonneurs :

Train d'impulsions

KT
> sw |

s(t :
) ] _ ®) Modulateur s()
Préleveur ou échantillonneur —” Damplitude >

»
>

Modulateur d’'impulsions

1.2 Regle pratigue de I'échantillonnage :

Un des objectifs essentiels de I'échantillonnage co nsiste a ne pas perdre d'information lors de
la discrétisation dans le temps, ce qui peut se tra  duire par le fait qu’il est possible, a partir du
spectre du signal échantillonné, de reconstruire ce lui du signal original.

Le spectre du signal de départ donné par la Transf ~ ormée de Fourrier:

s7(t) SD(f)Dfeié(f —kf,)

fe est la fréquence d’échantillonnage,
B est la largeur spectrale du signal.

NG
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Figure 1.3 Spectre d'un signal échantillonné

Si B est la largeur spectrale du signal ~ S(t), autrement dit sa limite fréquentielle supérieure, le
premier segment décalé, dans le spectre de SD(t) , qui se trouve centré sur la fréquence f,,
sétendde f,—B af,+B.

La condition de non recouvrement est donc :

B< f,—B soit f,> 2B .Cette inégalité constitue le théoréme de Shannon : _ la fréquence

1
d’échantillonnage fe = ? doit étre choisie grande ou égale a deux foislaf  réquence haute de la

bande du processus a commander.

Choix de la période d’échantillonnage pour le cas d es systemes régulés :

- T ne doit pas étre trop grand ; sinon le calculateu  r pourra rater des informations
importantes en provenance de la sortie ou commander trop peu souvent le systeme,
courant le risque de ne pouvoir rattraper des erreu rs importantes, et de déstabiliser le
systeme asservi.



- T ne doit pas étre trop petit : sinon le calculateu  r consacre inutilement trop de temps au
systeme qu’il pilote, le corrigeant par petit coups souvent répétés.

1
F==>=2F, ; F, : fréquence maximale contenue dans le spectre d’'ampl itude de sa
T m m

réponse en fréquences.

1% ordre 2°™ ordre
K K
1+ Zp 1+ 275 p + i p2
W of
1 Fréquence de coupure haute :
Fréguence de coupure haute : —— @
2m = (pouré = 0.7)
2T
1T, 025<Tew, < 125
4 T
1.3 Reconstitution d'un signal échantillonné . Blogueurs .
Il s’agit de reconstituer s(t) a partir des échanti  llons s (kT) pour KT <t. Le développement en

série de Taylor de s(t) au voisinage de  t =KT + £ est la base de la méthode.

S(KT + &) = S(KT) + &5/ (KT) + £25" (KT) +...
On évalue avec une certaine approximation les dériv  ées successives par des différences
finies :

, 1
S(KT) = —[s(kT) sk -DT]
U 1
S (kD) = S5 [s0T) ~2d(k-3T]+ (k-2T]]
Cette reconstitution exige un lissage du signal éch antillonné ; ceci est réalisé par un blogueur
_Tp

_1-e
d’ordre zéro, de fonction de transfert Bo( p) - .

Ce circuit a pour action de maintenir constante et égal a (k) 'amplitude de I'impulsion entre

les instants KT et (K+1)T .

Le calculateur assure, en plus du contréle numériqu e, la fonction de comparateur (numérique).

1.4 Transformée en z.

Dans le cas des signaux causaux (signal nul pour t négatif), on définit la transformée en z du
signal s(t) par :

— c K
S(2) = ZS(k).Z . Zest complexe comme p, (z=ePT).
k=0
Méthodes de calcul de la transformée en z :

- Par définition:  S(2) = Y_s(K).z™,
k=0




Méthode des Résidus :  S(2) = Z {Re&dUSde%:l
polesde®p) 1-

1 d n-1

1
avec R(b) = ﬁ o |:( p- b)n-m-s( IO)} ; R(b) étant un résidu.

Décomposition en éléments simples et utilisation de s tables de transformées.

Propriétés :
- Linéarité : TZ(aX+ by) = aX(Z) + bY( Z)

- Transforme la convolution en produit: 1 Z(XLCY) = X(2).Y(2)
retara - TZ(S(k ks )= 27.5(2)

_Avance:si Y(K) = X(K+K;) ona

Y(2) = 2|X (2) - x(0).2° - x() 2~ ...~ x(ko = 1.2 "

Z
- Multiplication : akTZ(ak S(k)) = E{EJ

= z
- Sommation : TZ[; S :| = ;_ S(Z)

- Théoréme de la valeur initiale : S(O) =lim 7o+ S(Z)
- Théoréme de la valeur finale :  S(%) =1lim, ,(z-1)S(z) =lim,_, (- Z_l)S(Z)



Transformées en z des signaux usuels :

Transformée en =

Signal continu Signal échantillonné
| = Z[fi]

Transtormée de Laplace
Fip)= L[f{(1)] it fi Fizj =
| i) fo=1, ¥Wk£0 f=0 |
g~ B(t=—a)
g e Bt —hT) fa=1, ¥Wk£h f=0 z "
I . z
- Tt}
i o=
I . -~ £
P d ol L=
Jen [z=1)°
2 y (7 iz 1]
-_ e A . i~ -
P (z=1)°
I z
_— e g kT —_—
pt+a =g
T g T
! ra—id Tk T fIe
(p+a)’ - o (- —galjl
Il.-lr' = .I II._ - .I
—aT —bT
h=g —ar —k —abT BT e =T
. — - E |.|I_I3 |3 |.l.|_l-1 4 . — 'hrl
(p+alp+b) [Zmmg T8 iz
a -
-
|__]|L' [
z+a
— 3T
a —ar — o] =7
- — ol I _— %
plp+a) (z=1j{z=ga)
. zsinml
sim 03k ] — -~
=t =Tzeoswl 41

1]
s 0
P+
sz =cosml)

cos mk T — -
ot 2reosmd + 1

L cosof




Transformée en z modifiée :

[e¢]

S(z,m) = ZS(I( + m)-z_k avec0 Sm <1
k=0

1.5 Fonction de transfert en z d’'un systéme discret

Un systeme discret est régi ou défini par une équat  ion de récurrence (équation aux
différences) entre son entrée e(k) et sa sortie s(k  ).Cette équation est de la forme :

a8k—n+g, . 9k-n-1 +..+ gk -1 +a9K) =hgk—m) +..+ bk 1) +hek)
Zn:aks(n -k) = ibke(k -m)
k=0 k=0

L'ordre du systéme étantn 2 m (systéme causal).

Exemples d’équations de récurrences :

s(k —2) +3s(k —1) +5s(k) = e(k —1) + e(k)
s(k —2) +3s(k)s(k —1) + s*(k) = e(k)

s(k —2) +6s(k —1) + 2s(k) = 5e(k)

s(k - 2) + k?s(k —1) —kg(k) = 3e(k)

Respectivement des équations de récurrence d'un deu  xiéme ordre, linéaire, non linéaire
invariant et variant.

On remarque que I'on peut calculer de proche en pro  che toutes les valeurs de la sortie s(k), si
on connait I'entrée e(k) et les conditions initiale S.

L'utilisation de la transformée en z (la propriété de décalage temporel) permet d’établir la
fonction de transfert du systeme :

n
2 bz
S(2) _ k=0 bpz " +...+bz "+
G(Z) = E( ) = - = — 5
Z k ayZ "+ +az+ Cl nulles.
Zakz k n 1 do
k=0
La fonction de transfert G(z) est une fraction rati  onnelle : G(z) = EEZ;
Z

N(z) et D(z) sont des polynémes en 7z de degrés respectifs n et m

Réponse d’'un systéme :
On peut connaitre la réponse d’'un systeme a une ent  rée donnée en formant la transformée
inverse de G(z).E(2).




Exemple : soit un systéme défini par son équation de récurren ce:
s(k +1) — 0.5s(k) = e(k) avec comme conditions initiales : s(0) =0 et I'en  trée est un échelon

unitaire.
On peut calculer la sortie s(k) soit :
- de proche en proche:

s() = 05s(0) +e(0) =1
s(2) =05s() +e() =15
s(3) =05s(2) +e(2) = 175

- avec la transformée en z :

1 z
S(2)=G(2).E(7) =—=——
(2) =G(2).E(2) y-S—
En décomposant en éléments simples  G(2z)/ z ,on trouve :
S(z)=-2% 22 _ gk)=2- 2005)
z-1 z-05 '

Remargue : Plus I'ordre d’'un systeme est élevé, plu s sa réponse va tarder a se manifester

Retard pur :

Les systemes peuvent présenter un retard pur qui se manifeste dans I'équation de récurrence
par I'apparition de termes en e(k-r) our estlere  tard en nombre de période d’échantillonnage.
Exemple : le systeme défini par 'équatio  n de récurrence :

Ss(k+3) +3s(k +2) +2s(k +1) + s(k) = e(k +1) + 2e(k) +e(k —1) + e(k — 2)
est d'ordre 3 et présente un retard de 2 pas ou pé riodes d'échantillonnage (par la présence du

terme e(k —2)).

Le systeme d’entrée e(k), de sortie s(k) ; et de fo  nction de transfert G(2) = E(z) présente un

retard pur de r périodes d’échantillonnage, si G(2) peut se mettre sous la

forme G(2) = 27" G,(2)

Fonctions intégrale et dérivée en numérique :

- Fonction dérivée :

v =25 - vk =

u(k) ~u(k=1) _ (k) z1
T T

1
. . 1-z
La fonction de transfert «dérivée» est donc : [ .

- Fonction intégrale :

k
y(t) = [u()dt — y(k) =D Tu(k) = y(k)(a-z ") =Tu(k)
0

T
La fonction de transfert « intégrale » est donc : ( ik
1-z-



1.6 _Fonction de transfert numérique d’un processus anal ogigue muni d’'un Blogueur d’Ordre Zéro :

Un processus numérique  G(2) issu de la numérisation d’un processus continu G(p) s'obtient
par synthése par invariance indicielle :
Blogueur Processus Processus
1y dordre (0 confinu A . RUMErique i
u (1) - u(t) ” »(1) ¥y (1) u (1) — v (1)
= u(iery | 20P) p) = WD) = akr) L) Tayeny
—IrlT N T s = H( ))
avec: G(z)=Z|B,(p)H(p)|=Z (I ‘ff p) 1 —|)Z H( P) G(z)=(1-z l)Z|:_'(:|
' \ g P
«  Modéle numérigue du 1_* ordre :
Le modeéle numérique G(Z) du 1°* ordre est obtenu par échantillonnage-blocage d’un
processus analogique A(p)du 1 ordre :
A(p) X o _
G(2) ——Z , (Synthése par invariance indicielle).  G(z) = Z|By(p).A(p)
p
ler ordre analogigue ;. A( p) =
l+1p
= T h = _IKF ] + d,
ler ardre numeérigue ; (7(z)= Z| = it Tables) avec . I ;
= = F =) = ﬂ_: |a — - r
La fonction de transfert G(Z) est aussi du 1 * ordre. Elle dépend fondamentalement de T.
_ - 1
G(2)apourpole: —ag=e TIT — g Pl qyec Pg = —— : pole du systéme analogique.
4
«  Modéle numérique du 2 _°™ ordre :
1 _ . . L
2nd ordre analogique : A(p) = (modele avec gain statique égal a 1)
42 j L2 |
\ @,
:f amortissement {note auss: 71 ) {'J“ : pu]sa{ion propre (notée auss: '("J-.’: !
z=1.] A(p) ]
2nd ordre numérique : G(z) = —Z\‘ (p) | {ef Tables) G(z)=Z[B,( p)A(p)|
z p |

La forme polynomiale donne directement les coeffici ents de la récurrence :

G(2) = 2b12+bo |
Z°+ayz2+q

La forme pbles et zéros autorise une équation évalu  ation des performances dynamiques :

Z— Z
G(2) = 0
B -

Avec :

10




o T
=L,

a=e

-J = i —/'.:-2
w0 =@, Af1=¢
a,=a’

a, ==2a cos(w, T)

@,

b, =a’+a|&—Lsin(e'T)-cos(w.T)

@)

L@, ., .
b =1-a|d—sm(w, T)+cos(w,T)

mﬂl

_ iy
(=S, = jor (T

_
(=L, = jeu W7

Courbes, abagues a utiliser.

[ o

Eystéme du|l® ordre

09
1 1
\0.2 iz} P il +a
_\_ B B |
b4
N o 01
)
)
Q x\l oe

oy 0,2 "

e 1
~.
NG TN
= ‘1-\ H
ﬁ\i\‘tb? N R
ﬂ,ﬁi ™. he \,""\ > lna4

=

-‘\"‘.\{‘: 0,5

T

Wl = I.\.‘: ‘\\
1

0l
N ]
Y N S PEaN;

-2 =18 -16 =14 -2 -1 =08 06 -04 -02 0 0.z

4 pénode d'échantillonnage

(Abague du 2 ®™ ordre numérique) : Paramétres

04
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AN < L]
B — e 2L
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_1 =06
10 7
o 7
74
e 4

=07 .

/.

\. =08 : i
102 ' '

-80 -60 -40 20 0 2 40 &0 8

(Abague du 2 ®™ ordre numérique) : Dépassement indiciel.

(Abaque du 2 M ordre numeérique) : Lieu des pbdles a amortissement constant.




1.7 Structures générales de I'asservissement.

1.7.1_Systémes et asservissements échantillonnés (f _ onctions de transfert).
Dés que I'on a au moins un échantillonneur dans un systeme, on utilise la transformée en z
comme relation d’entrée-sortie fréquentielle.

 Entrée numérigue (échantillonnée)-sortie numérique (échantillonnée).

/ (1) s (1)
e(t) .—o-” FE  fems | 8
e(nT) A=) s(nT)
TLJ{ TZJ{ T]’Z - T 7L
E(z) — S(z)= H(z)E(z2)
Ou,
e(t) .- S O B T B () s(1)
e(nT) R s(nT’) (échantillonneurs synchrones)

S(p)=H(p)E (p) —— S (p)=[H(p)E"(p)] =H (p)E"(p) > S(z)=H(2)E(z)

» Entrée numérigue (échantillonnée)-sortie analogique

elf) cmnn ’:--L H(p) sit)
e(nl) i ,

s(nT) (processus analogique H(p))

(echantllonneurs synchrones)
s =T S(p)) = TLH(p)E (p)] dow: s (1) =2 S (p)=S(z)=[H(p)E (p)] = H (p)E (p) = H(2)E(z)
S(p)=H(p)E (p) —— S (p)=H (P)E (p) & S(z)=H(2)E(z) avec: H(z)=Z[H(p)]

+ Entrée analogigue -sortie numérique.

elr) s(t) s (t)

— | H(p)

s(nT’) (processus analogique H(p))

_‘i.'[’_p;: Htp}Erlp)—/—) S.lfpjz HE.UJ] {note auss H[_pif[p}—J Lard S[.’) = ﬁ[:) avec: —E-H_(:] =Z[EHUJ}J

 Schémas blocs en cascade.

2 [ — ® H(p) H,(p) | —"

s(nT’) {échantillonneurs svnchrones)

i —Ls S(z)= E(z)H,H,(2) avec: H H,(z)=Z[H,(p)H,(p)]

13



ety = A m H,(p) Hy(p) ———

s(nT) (échantllonneurs svnchrones)
T

v —E S(z)=E(2)H,(2)H,(z) avec: H (z)H,(z)=Z[H,(p)]-Z[H,(p)]

EH, () s(nT)
s’ (1) —> S(2)=EH (5)H,(2) avec: EH (z)=Z[E(p)H,(p)]

(échantiflonneurs svnchrones)

e Asservissements échantillonnés

_____

(échantilionneurs svnchrones)

S(p)=H(p)D (p) - S(p)=H (p)® (p) & S(E)=H(2)D(z) avec: H(z)=Z[H(p)]

car ; [CDx( p]]- =@ () (rééchantillonnage synchrone d’un signal échantillonné : ¢ (¢) = 1;.!5--(3‘]}
D(p)=E(p)-S(p) - CD’(p) =E(p)-5"(p) (1échantillonnage est un opérateur linéaire)

: : i . E(z
V(p)=E(p)-H (PP (p) —> D)=E@E)-HEHDE) - m(:}=1+i(ﬂ}-1

_E‘(_-] ) S[_’) H(.’}

S(2) = H(z)D(z)=H(z — FIBF: | ===

(2)= HER)OE) = HE) e E:) I+HE)

o) ? o) 40 Hip) s(n)
Kip) {echantillonneurs synchrones)

d(p)=E(p)-K(p)S(p) » @ (p=LE"(p)-K(p)S(p) o S(p)=H(p)d (p)

5> ©(p)=E(p)-K(pH(p)@ (p) =E'(p)-KH (p)®'(p) - ¢J'[p}=L{}
1+KH (p)
S(p)=H(p)® (p) - S'(p)=H*(p}th(p_}=H'(p)% o S(:}=H{:}L
I|+KH (p) I+ KH(z)
—|S(=) Hiz) - .
ETBE = avec: KH (2)=Z[K(p)H(p)]

E(z) 1+KH(z)

14



+\r\ @lr) @ (r)

o o}

Kip)

s(1) dt) — s 20 80 ““}T 5°(0)

/T Hip)

Kip)

e(t)

{echantillonneurs synchrones)
D(p)= E(p)-K(p)S (p)=> @ (p)=E (p)-K (p)S (p) or S(p)=H(p)® (p)=>S (p)=H (p)D (p)
= 8 (py=H (p) [EKUJ:I- Kx[p}S"[;}}] -  S(2)=H(z2) [E(:)— K(:}S[:]]

|S(=2) H{z) ) ;
FTBF: E(']=§+K[']H{’} avec: H(z)=Z[H(p)] et K(z)=Z[K(p)]
4.
elt) —’/ g'[ﬂ m ~ Q'[E] H(p) \J (1) o) _// E'[;] -;\% {EJ-[H — S{F‘IT Ji.[FtI
L Kip) - Kip)

{echantillonneurs synchrones)

D (p)=E(p)-K(z)S'(p) = @D(z)=E(2)-K(z)S(z)
S p=H(p)®(p) = S(z)=H(2)D(z)= H(:}[E{:}-—K{:}S(:}]

S() ___ H()
E(z) 1+K(2)H(2)

FTBF: avec: H(z)=Z[H(p)] et K(z)=Z[K(p)]

La période d’échantillonnage est calculée a partir de l'inertie apparente du systeme bouclé.

1.7.2 Boucles de commande numériques.

1. Structure générale d’'un asservissement numérique d’un processus continu.

Calculateur
Correcteur

-+ e{u e f?rLT)l i = ka]r) )

(1) Y can | 2 Contrdleur CNA = Processus Vit

numerigiie contin

M1

/ Capteur
analogigue
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2. Structure générale d'un asservissement échantill

onné d’'un processus continu.

¥t

Calculateur Blogueur
Correcteur " d'ordre ) ’
+ eft e*(t —— ur(y tig(t)
x(1) RV 4 Y Controleur B{. G Processus
échantillonneur numerique : continu
¥l
/ Capteur
analogique

La structure est identique a celle de I'asservissem
bruit de quantification de CAN est négligé pour ne

(CAN=échantillonnage +quantification).

Le CNA est constitué d’'un bloqueur d’ordre zéro.

3. Structure générale d'un asservissement numérique

FProcessus
numérigue

uk)
xik) H Calculateur
™.
oo Calelatew
: Cantralenr |
I Comparatenr Comecnur | Pravessus
I g e mamgrige : mrmérfque'
L N ulk) .
|y (k) H%_ff{_—] ; Giz) yik)
|
_________ it O |

Le calculateur assure, en plus du contréle numériqu

yk)

Caleulateur
Cantrdlewr
Comparaienr Cormecewr
ﬂf.'!ll:.'jf'llﬂ’ ﬂlﬂli:."ll"llﬂ’

d’un processus numeérique.

wk)

ulk)

ent numérique d’un processus continu. Le
retenir que I'échantillonnage

Processus
MimErigue

t_)ﬁr?'f{:]

/[\

(7(z)

e, la fonction de comparateur (numérique).
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Chapitre 2 : Performances des systémes échantillonnés asservis.

2.1 Poles — Zéros —Stabilité — Causalité :

Poles : les poles z d'un systeme de fonction de transfert G(2) caractérise la dynamique de ce

systeme ( =le régime transitoire).Les pdles sont les racines d e I'équation caractéristique qui
définit le régime libre ( =lié aux conditions initiales) du systeme.

Causalité :
Soit le systeme de fonction de transfert :

ibkz_k
G(Z) — S(Z) — k=0

E(zg O "
D az
k=0

La causalité du systeme impose N = M sans quoi la récurrence temporelle est exprimée en
fonction du futur et non passé.

Zéros d’'un systéme numérique :

Comme en analogie, ils déterminent si le systéme es  t a phase minimale (un systéme est a
phase minimale si les zéros de sa fonction de trans  fert sont stables). Un zéro instable  (=de
module > 1) suffit a rendre un systéme a non minimum de phas e (=systéme non rapide par
rapport a un systéme a minimum de phase).

Les zéros d'un systéme caractérisent la rapidité. U n systéme possédant des zéros est un
systeme dont le second membre contient (mémorise) d es termes de I'entrée d’excitation :

ek),ek-1), e(k-2),..
L’introduction d’un zéro stable a donc pour effet d 'accélérer le systeme.
Le réglage d’'un zéro comme zéro instable, provoque quand a lui un retard du systéme.

Un zéro Zy = Oest une avance pure d'un pas d’échantillonnage. ZzG(2) est plus rapide
que (z— 05)G(2), lui-méme plus rapide que G(2)

Stabilité :
Si on envoie une impulsion de Dirac & un systeme de fonction de transfert G(Zz), sa sortie est :

S(2) =G(2).

G(z z z
Développons L en éléments simples autour de ces poles 7 G(2) = —Al +—'62 +...
z z-z, z-2
VA
Dot : S(KT) = AjzZf + Ayzs +... car: TZ[zik]:
-4
La réponse impulsionnelle  S(KT) ne s’amortie et tend vers zéro que si : |Z|| <1.

Théoréme : un systéeme numérique est stable si et se  ulement si tous les pbles de sa fonction
de transfert sont situés a I'intérieur du cercle de rayon 1.1l est d’autant plus stable (amorti) que
les pbles sont plus a l'intérieur du cercle.

Ceci est prévisible du fait de la relation de passa  ge continu-discret: zZ= epT :
(Stabilité analogique) Re(p )< 0 < |z] <1 (Stabilit¢ numérique).
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V ;
Stable
Stablel ¢

0

7 Z

Pdles fonction de transfert de Laplace Pales fonction de transfert en 2

Relation entre les pbles d’'un systéme analogique A(2) et ceux du systeme échantillonné-
bloqué G(2):

K A, A
A(p) = = — + — e
{]+r.p}{]+r,p}--- l+7,p 1+1,p
1 g
Z Ap) '=ZZ S Z A-” ;) avec: @,=e " =l
p 1 5 p(i+rp) Wz-a,)
; o A(l- .
done G{:)=H—:_‘]Z|V 4[;});=Z il =) Lespolesde G(2) sontdonc: =z, =, =e™
Pl 5 e

Lorsque le systéeme est d'ordre supérieur a 2, il es  t appréciable, comme en analogique, de
disposer de critére appropriés qui ne nécessitent p as de calculer les poles.

Critere de Nyquist.

Critere algébrique permettant de déduire la stabili  té de la boucle fermée a partir du tracé du
lieu de la boucle ouverte.
T(2)

1+T(2)
1+T(2) =0.Quand z parcourt entiérement le cercle unité dans | e sens trigonométrique

Les pdles de la fonction de transfert en boucle fer  mée F(2) = sont les zéros de

T (2) décrit une courbe, trés analogue au lieu de Nyquist  , qui entoure ou non l'origine.
Donc F(Z)entoure ou non le point critique -1.

D’apreés le théoréme de Cauchy : lorsque  F(Z) est stable, T(Z)est stable, si

lorsque Z décrit le cercle unité dans le sens trigonométrique , le lieu de F(Z) n’entoure pas

le point-1. z= ePT stant périodique de période 271/T , le lieu de Nyquist est décrit
pour & variantde 0 a 271/T .



Exemple :

s Im = A dm Fr=)
iyt _,lr;.-"
A =0
Pos > Re Fiz)
I'. ; | .-/
[ !
% ¢
L J"
g | -
Instable Stable

Lieu des racines :

Ce lieu des racines ou lieu d’'Evans est le lieu des
boucle fermée lorsque le gain K varie de 0 a I'infi
pour obtenir, en boucle fermée, les performances pr

pobles de la fonction de transfert en
ni. C’est un moyen de choisir un gain K
é-spécifiées.
Pour I'étude de la stabilité de la boucle fermée, on trace dans le plan complexe, le lieu des
racines du dénominateur, noté D(Z) =1+T(Z) = 0dont on recherchera les racines ; sa

construction fait appel a 8 régles.
Le systéme bouclé est stable, si le lieu

Exemple 1 :

D(2) reste situé a l'intérieur du cercle unité.

_ 1
C2)= (z-1)(z- 09)

Exemple de code Matlab utilisé
>> sysd=zpk([],0.1 0.9],1,1)% période d’échantillonnage = 1s
>> rlocus(sysd);
>> zgrid
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Root Locus

1 T o T e T
7 0.6mT O-W 0.4WT |
08F e /b-?ﬂﬂ— System: sysd Snif N 7
// T Gain: 0.911 -}/ -
0.6 1 R Pole: 0.5+0.866i |~ 8
/ 0:8n/T ] RN Damping: -0.000359 ~|- . - O;Tﬂ \
041 / AR RNy Overshoot (%): 100 |~~~ -~ \
/[ ~/ Frequency (rad/sec): 1.05 | "~ . -0
/09T - [ S e I v | 0.477T\
o 02§ S IS 1 O
é i | ‘ | I
> 0 71:|f:|: - ‘ B _ ,‘\ ‘5 R \‘
E T b B 7" L “
E -0.2H N A~ |
\0.9/T -~ 7~ : o ) o
Y \ . System:sysd |~ - SRy
041 N PN Gain:0.889 | -~ .-~ -/
PN NI Pole:0.5-0.854i |-~ -~ - -/
-0.6 - \oiﬂ” o0 0 Damping: 0.01 -~ - O./Zni’l’ i
. R s Overshoot (%): 96.9 +~ - /
08L \ o.7nT / Frequency (rad/sec): 1.04 BT |
' S~ P e ———— [
T~ 0.67T ! 04T
1 \ | | \TD:f—wQS\nﬂ—f—wn \ ‘ \ |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Real Axis

Exemple de code Matlab utilisé

>> sysd=zpk([],0.1 0.9],1,1)% période d’échantillonnage = 1s

>> rlocus(sysd);
>> zgrid

- lorsque K est trés faible les pdles en BF sont pro

- lorsque K augmente, le systeme accélére, les pbles

complexes conjugués,
- lorsque K dépasse la valeur de 0.9, les pbles ont u
instable.

Exemple 2 :

G(2) = z-05 |
(z-D(z-09)

ches de ceux en BO,
se rapproche et deviennent

n module > 1, le systéme est
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Root Locus

1
_— oean 05"” 04nrr
0.8} //6\7#1' X
/ N
0.6 ‘ o -
System: sysh r P
Gain: 1.4 AU A
0.4 Pole: -1.01 AW
Damping: -0.00169 S
o 02r | Overshoot (%): 101 R
é “‘ Frequency (rad/sec) 3.14 . ﬁ ‘« >
> 3 VN,
- 0 —— — = F i
I \ | ! ! : w7 k-
E -02F \ I \ -
\0.977T | Uk Y Tk
-0.4 1 NPTy o
06l \(\ \\\ RARNE o ;‘77 o < b |
\ “ / T <7 ./
ot IR X )
0.8+ 03T |
06 T 04wT
-1 | | ) T—l{f— OST[/T n/T L
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
Real Axis

- lorsque K est trés faible les pbles en BF sont pro

- lorsque K augmente, le pole en 0.9 tend vers le zé
- lalimite de stabilité est obtenue pour K = 1.4,

Critere de Routh-Hurwitz :

ches de ceux en BO,
ro en 0.5, l'autre pole tend vers

— 00

Le critere est algébrique, la méthode consiste lea  transposer le critere analogique dans le

domaine numérique en utilisant une transformée homo

graphique qui fait correspondre a

I'intérieur du cercle unité du plan z, le demi plan gauche du plan p.

Transformée en w :

z-1 '
W= o= 1+
z+1 l—w
Aprés transformation en w, on peut alors appliquer le critere de Routh-Hurwitz au

polynome : 1+T(2)=0
Critere de Jury :

La stabilité est conditionnée par la place des raci  nes de I'équation caractéristique :

1+T(2) =a,z" +a, 42" +..+az+ay =0
par rapport au cercle unité.

;a, > 0; (Nentier positif)
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F'(z) stable ssi’: L a,> ||:?__-’.|
et 2 Q{:}L:._ > ()
et 3. Q{:}Lz_: >0 si M pair
Oiz).__, <0 si M impair
E4 5 P P
et st =3 4.= | (1n-2)sous-conditions (n = 3): (st 1< 3, lacondition 4. est inexistante)
et st =3 4.= | (M- 2)sous-conditions (1 = 3): isi <3, lacondition 4, est inexistante)
] “n—'—t'.'
b |>bs| avec: B, = k=n-1 et k=0
451:1 a;‘.—
et
'hr.'— bl!—i—.»'.'
4. <|C“_n_“.>||:‘,| avec: €, = k=n-2 e k=0
s “Tle b
et ... jusqu'a
P: Py
‘q1|}#f__.| avec: ff, =| . B k=2 et k=0
A p;l P.'.-_

Le systéme est stable si et seulement si les

Applications aux systemes

a+ag >0
aq—ag>0

Systéme du 1% ordre :

a,+ta, +a, >0
a,—a, +a, >0
la,| < a,

Systéme du 2°™ ordre :

(n+1) conditions suivantes sont satisfaites.

eme

Systéme du 3

ordre :

3 ta+a,ta; >0
~a,+8,-a,+8 >0

Comme pour les systémes continus, les marges de pha
outils d’étude de la stabilité relative dans le dom

3] < &
2 2
8 T8 ~ R A,
se, de gain et de module restent les

aine fréquentiel ; ainsi que les concepts
orel.

d’amortissement et dépassement dans le domaine temp

2.2 Précision statigue des asservissements échantil

lonnés.

On définit, pour les systémes échantillonnés, les m

a temps continu. Il en est ainsi de la précision de
notions d’erreurs de position, de vitesse et d'acc

On obtient I'erreur

par I'intermédiaire du théoréme de la valeur finale

£(k) dans le domaine temporel uniquement en régime perm

émes performances que pour les systémes
s systémes qui est ici, toujours définie par les
élération.
anent stabilisé,

£(K), .., =lim,_,(z-1)£(2)
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Si T(2) est la fonction de transfert en boucle ouverte d’u

n retour unitaire ; alors :

=D __ E(2)
1+T(Z) 1 K N (Z) . (Forme standard),
1+K oz
(z-2) D(2)
m est la classe du s ysteme.

Classe Erreur statigue de Position Erreur statigue de Vitesse Erreur statigue d'accélération
(échelon de position (échelon de vitesse akT ) (échelon d’accélération)
d'amplitude Eg) .- - (lbkz-l-z)

- - - 2
r e —
| |
-—— "'l
- -~
m=0 -——- !
—— T & g
4 - - - ¥
___JJ' F -""-"I"' E'l. ._._..-4:"_"-:"1:- :
E Fmmm=ETT
£p=—0 - o
1+ KT ()
m=1
r=--T & |
¥ il _Ii'_'.| P - - C
———-I"I __.-""_F_,."'ﬁ: E'I- ..-"T.-"'F FEI
0 _aT
v — 0
KT @)
m=2
r=--T &
L J'.-lr 7 - T o . | 'T <
P Lt a
&y =
KT@

Une bonne précision est obtenue au moyen d’intégrat

dans la boucle ouverte au moyen du correcteur.

2.3 Rapidité :

La rapidité est liée au temps de réponse donc a la
la constante de temps dominante ou a la pulsation p

ropre G, .

eurs numériques qu'il faut introduire

bande passante. Celle-ci est elle-méme liée a
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Chapitre 3 Commande numérique.

Etapes d'une commande numériq ue par calculateur d’'un processus continu
échantillonné —bloqué :

- Choix de la période d’échantillonnage Tet obtention par calcul ou identification, de
I'équation de récurrence ou de la fonction de trans fert du processus numérique a
réguler,

- Choix du modéle numérique a atteindre en boucle fer  mée apres correction ; choix
guidé par I'analyse et I'expression du cahier de ch  arge,

- Conception du correcteur numérique nécessaire (calc ul des parametres du
correcteur),

- Le correcteur, calculé en général dans le domaine f  réquentiel (transformée en z)
conduit, par retour au domaine temporel, a I'algori thme de commande du processus.
Il élabore en temps réel (causalité du systéme aco  ntroler) la commande  U(k) a

envoyer a chaque pas T au systéme numérique placé s  ous son contréle.

Une commande numérique est du point  de vue formel, identique a une commande
échantillonnée.

La synthése consiste a se conformer a ce modéle imp  0sé, en déterminant une récurrence uk

réalisable :
- Causale (la commande a I'ordre k, ne doit dépendre  que des valeurs précédentes de la
commande u, de la consigne e et de la mesure y),
- Stable (pbles a I'intérieur du domaine stable), ce qui garantit une commande douce et
une sortie continue sans oscillations cachées.

Le comportement d’un systéme asservi (numérique) éc hantillonné est le méme que celui d’'un
systéme asservi continu ; il doit étre robuste vis- a-vis de la stabilité, de la précision et de la
rapidité. Par contre la synthése ou le réglage diff  ére, les causes :

- La constitution du régulateur (programmable),

- etde la période d’échantillonnage.
Deux types de réglage, soit la synthése en utilisan  t les méthodes du continu, soit une synthése
dite numérique.
3.1 Synthése de correcteurs numérigues par extensio n de correcteurs analogigues.

Cette synthése est une approche couramment utilisée dans le domaine industriel.

Cette approche suppose que 'on ait réalisé la synt  hése d’'un correcteur analogique par les
méthodes d’étude des systémes continus. On recherch e un algorithme numérique qui se
rapproche le plus possible du correcteur analogique , en faisant des approximations de la
variable de Laplace p, ou sur les pbles et les zéro s de la fonction de transfert du correcteur
analogique.

Approximation de la variable p.
Le principe de I'approche consiste a déduire un cor  recteur Rd (Z) du correcteur RC (Z) en
choisissant une approximation de la variable p, sel on la figure :
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velr) + w1)
& R:(p) G(p) =

discrétisation

— Ra(z)  Bolph H G(p) e

Discrétisation d’'un correcteur analogique.

o z-1
Discrétisation avant _: P =———

T

Elle résulte de I'approximation de la dérivée d'un e fonction entre deux instants
d’échantillonnage par la méthode d’'Euler.

S _ z-1
Discrétisation arriere; P=———
zT
o _ 2z-1
Approximation de Tustin : P=———
Tz+1

3.2 Synthése utilisant les méthodes continues.

Le principe de ces méthodes repose sur le passage d  u systeme échantillonné a un systéme
continu qui lui est approximativement équivalent a l'aide de transformations. Une fois, la
synthése utilisant les méthodes classiques du conti nu faites, on revient au régulateur discret.

Exemples de transformations :

Méthode Principe Gn( p) C(2)
I -IOI —pI z-1
Retard de 5 BO( p) ~e 2 e 2 G( p) C(?j
Appr.ox,irr)ation z=1- pT
linéaire - 1 G(l+ pT) C( Z_lj
p= = T
Transformqtion _ 1+ pT /2
romesrpne “T1pTi2 G(1+ pT/ZJ of 2z-1
p=22"1 1=pT/2 T(z+1)
T(z+1)
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Transformée en w 1+w
Z= )

1-w + z-1

G(l Wj C( j

p=jw=
w= jtg(awrl /2) = jv

3.3 Synthése numérigue.

3.3.1_Correcteurs standards (pour les systemes «compensa

bles»):

Structure générale de la commande :

' K
g | I_,)' i
Cnrresienr " Hagyzur W T Brocessy
; dardre 0
REMNEr s L confinn
. g
r'_.J e
Dl

(T péniode d’échantillonnage).

Correcteur Proportionnel et Intégral (PI)

But : accroitre la précision par un retard et augme  ntation du gain statique.

: Relation de base et fonction de transfert :
k
U (2) z
u =K.& +Ki » & D(2) == =K. +K —
k pck ||§)k:> () E(Z) p IZ—l
Qui se met aussi sous la forme :
U(z) byz+b
D(Z) — ( ) — 1 0
£(2) z-1
Avec :
b, = —ﬁp
b = K,+K,

Algorithme de commande

U =Uy_1 + & +00Ek_1 cinutes
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Correcteur Proportionnel et Dérivée PD ( =avance de phase) :

- But: accroitre la stabilité et la rapidité par une avance de phase.

- Relation de base et fonction de transfert :

_U(2 _ z-1
U = Kp&k +Kg (& —&k-1) = D(z _H_ S+ Ky

Qui se met aussi sous la forme :

D(Z) — U(Z) — blz+b0
£(2) z
Avec :
b, =-K,
b=K,+K,

- Algorithme de commande

U = (Kp + Ky )Ek + Kg&k-1 , Clnulles.

PID numérigue :

||w
=

améliorer les performances du systéme bouclé (préci sion, stabilité, rapidité et
sensibilité aux incertitudes du modéle),

- allonger la période d’échantillonnage.

Fonction de transfert discréte :

D(z) =K 1+Tl—l +Jo 271

, obtenue par transposition numérique des
z-1 T z P : :

opérations d'intégration et de dérivation analogiqu e.

Et peut aussi étre écrit sous la forme :

b,z=* +bz+b b =K,
G E I AR
D(z)=—= : - avec h:z—{KF-f—de}

=)
b=K_+K,+K,

(2pbles: z=0 et z=1)



« Réponse Impulsionnelle discréte !

: --1

h, =TZ7'[D(z)] = ?"Z"(KF +K ——+K, = >  h =(K,+K,)8, -K,6,,+K,T

) - |

K.~K,

« Réponse indicielle discréte ;
=3 u3=KP+K[+Kd
u, =127 | D(z)— s 5
-1/ u, =K, +K/(k+1) pour k2]

@ , ['k sont respectivement : impulsion et échelon de posi tion discrets

- Algorithme de commande

k
U =K D g +(Kp + Ky + K —Kgé
k=0
Posons

K
X = Ki) D €kr » X = X — Ky
k=0

Kpip =Kp +Kq +K;

= U =%+ Kpp&k = Kgék-1,

3.3.2 Correcteurs « personnalisés» (en fonction du proce ssus a contréler):

Méthodes pour la plus part fondée sur le fait que les principales caractéristiques de la réponse
indicielle sont fixées par un péle dominant, consti tué d’'une paire de pbles complexes et d’'un
zéro réel.

Le systéme corrigé sera caractérisé par :

- son régime transitoire ; amortissement &, pulsation propre w,, dépassement D, temps

de réponse t, ou temps de pic T,..
- son régime permanent : erreurs statiques nulles.

On devra veiller a obtenir un correcteur réalisable (Nn=m) donc causal pour autoriser une
régulation en temps réel, veiller a ce que le temps de calcul de 'algorithme de commande soit
inférieure a la période d'échantillonnage et enfin a ne pas compenser un zéro instable.

1. Méthode du second ordre équivalent (pdles domina  nts) :
Les considérations précédentes nous  raménent a une fonction de transfert en boucle fermée
de la forme :
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F(2) =K 274 avec:p1=,olej9

(Z - pl)(z - pl)

K est calculé de fagon & annuler I'erreur statique de  position, soit F(z=1)=1; dou:

_(-p)A-P)
K - 1
1-7
Les pbles complexes [y et Py sont déterminés a partir des abaques du second ordr e
numérique, lieu des pbles a amortissement constant, réponse indicielle.

L’expression du régulateur C(z) se déduit de lafor  mule de Black :

R
= G h-F 2]

G(2), étant la fonction de transfert en z du processus a controler.

2. Méthode de Zdan :

L'objectif est d’obtenir un systeme en boucle fermé e dont le comportement soit voisin de celui
d’'un systéme du second ordre, caractérisé parune p  aire de pbles dominants.

Le systéme est purement numérique,

+ = i,

_.l'l.-__ \/% - C[:} G[‘:} -.l'l.~: -.l'l.'_, —_— H[:} E——— -.l'l.~:

Les spécifications sur le modéle  H(Zz) pour le systéme corrigé concernent :
- Le régime transitoire défini par 2 parametres : en général l'amortissement et la
pulsation &}, du systéme non amorti (ou la pulsation de résonnanc e aR).

- Lerégime permanent : caractérisé par les erreurs s tatiques.
Le principe de la méthode de Zdan est d’aboutir a1  ’expression de C(2)G(z) la plus simple

possible. C(z) Comportera :
1. Des poles et des zéros compensant les zéros et|  es poles de G(z) .

2. Autant de pbles a z =1 qu'il est nécessaire, compte tenu de ceux de  G(Z) pour
gue l'erreur statique soit nulle, selon I'ordre de précision souhaité.
Un gain ajustable Kp .

Autant de parameétres (A ,Bi ) gu'il y a de spécifications (amortissement,

rapidité...) a satisfaire. Ces paramétres intervienne  nt dans des expressions de
la forme : _ _ ) _ i
I+A4:z" I+4:z" I+A4:z" +4,27 l+A4:z7 +4,z7

l+Bz"" 1+Bz"+B,z7" l+Bz" 1+Bz" +B:7

C(2) s'écrit alors :

¢ _1 5
; 1 1 l+4 =7+ ]
C(z)=——- —- K, - — |
Giz) (z-1) \I+Bz" +-- )
L'équation caractéristique est (équation décrivant le systéme bouclé) :
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1+C(20G(2) =0,
On identifiera les coefficients a ceux de I'équatio  n caractéristique désirée (pour le systéeme
modele) et, de fagon générale a ceux découlantde | ’expression :

@a- le_l)(l—z_lz_l)(l— 232_1)...(1— z, Z_l) ou Zlet;lsont les poles dominants

eme

(correspondant a un 2

7> -2 codwT&)z+e?4™ =0

Exemple :
On souhaite corriger le systeme asservi d’entrée E(Z) , de sortie S(Z) et de transmittance

échantillonnée en boucle ouverte :

-1

T(2) = 1+ 0.7182_l
1-0.36¢&z

La période d'échantillonnage est T =0.1S Les performances souhaitées correspondent aux
caractéristiques d’'un systeme du second ordre :

e, =10rd /'s,é = 0.5, erreur de position nulle.
1

ordre) et Z3,Zy,...,Z, des poles que I'on doit rendre négligeables.

On choisit C(Z) = , ainsi on supprime les péles et les zéros de latran  smittance de

départ, mais il faut de plus que le systeme possede une erreur de position nulle, il faut donc
ajouter un intégrateur :

1 1
CO=—a-=
1-z27T(2
Maintenant il faut introduire des parametres (que |  'on réglera) qui permettent de satisfaire le

cahier de charges. On choisit donc :
c(2) = 1 1-0368" K,
1-2z711+0.71€27" A+2
La nouvelle transmittance en boucle ouverte est :
Kyz
TC(2) = d
(z-D(z+ A
On identifie ensuite 1+ T(Z)C(Z) = 0 a réquation du second ordre :

Z2+2(Ky+A-1)- A= 72 -2e“" codwTé&)z+e 2™ =0

On obtient aprés identification :

K, +A-1=-2e"“" cod{w T¢)=-0.786
- A= %474 =0.36¢

Qui donne :
A=-0.36¢&
K4 =0.582
Ainsi, en boucle fermée, on obtient la fonction de transfert corrigée :
0.582
T(2)C(2) =

(z-1)(z-0.3698

Et le correcteur :
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_ -1 -1
1 1-0.368 0.582 ~ 0582 Z 1

C(9) = -1 -1 - -1 -1
1-z271+0.71€z - 0.36E+ 2 1-z2-1+0.71¢&z
La fonction de transfert en boucle fermée s’écrit :
-2
F(2) = S(2) _ 0.582z

E(z2) 1-0786z7" +0.368°
La réponse indicielle s'écrit :
s(k) =0.78€s(k —1) — 0.36€s(k — 2) + e(k - 2)
L'allure est bien d’'un second ordre avec une erreur de position nulle et un
dépassement D =18%.

L’inconvénient de la synthése par la méthode de Zda  n est la maitrise «relative» du
transitoire (en particulier le dépassement) par abs  ence de contrble sur le numérateur du
modéle de référence.

3.3.3 Synthése des correcteurs numérigues . Réponse pile.
1. Les structures des correcteurs numérigues.
La structure classique de régulation suivante :

& £; I

Ve, %g%; (=) : (=) Vi

n'est qu’une structure particuliere du schéma :

: e, i, , , \
ﬂ G(2) Y z H(z) %
' 5(2)

Le correcteur C(Z) est alors distribué sur les fonctions de transfert R(z), S(z)et T(z)quisont
des polynémes en Z a déterminer.

i
(.
3

Yo, — T(z)

U@ _S@

Y.(2)-Y(2) = R(2) est obtenu pour S(2) =T(2).

Le correcteur classique C(z) =

2 b7

n , avec (n—m)quelconque (mais (N—m) = 0) et certains zéros

de G(2) instables.
8()
A(2)

polynomes A(Z) et B(Z) et notamment des processus avec zéros instables.

Cette structure permet de réguler les processus G(Z) - sans conditions sur les

Systémes non compensables, structure RST :

L'intérét de cette structure particuliere e st de séparer (ou découpler) les comportements
dynamiques vis-a-vis de la consigne et des perturb  ations éventuelles.
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Par ailleurs cette structure présente 'avan  tage de simplifier 'implantation du régulateur
PID, mais aussi d’adoucir la réponse du systeme rég  ulé.
Le calcul de ce correcteur peut se faire automatiqu  ement par un logiciel ; en voici une
méthode.

La loi de commande est issue de la structure de I'a  sservissement :

Rz (z)=T(z)Y.(z)-8(z)Y(z)

Le modele en boucle fermée qu’on se propose d’'attei  ndre est :

B.(z
H{:}:L}_
A, (z)
Ona:
Yz F(=)B(=z
Hsy = YE) _ ()B(2)

Y.(z) A(z)B(z)+ B(z)S(z2)
On cherche a calculer les polynémes  R(z), S(z) et T(Z) pour que H (2) soit conforme au
modéle imposé (c’est donc une généralisation de syn thése de la structure classique) :

B(2)
A2)
B(z)=B,()B.(2)

G(2) =

; Le numérateur B(Z) donne les zéros du processus. Posons :

B-‘[‘:}: [:_:::}[3_3|]'"'= z" +a, = +--

[

B(z)=K(z—zMz—z{)-

Les zéros Zj,Z;... de BS(Z) sont intérieurs a un domaine D (qui contient les pdles stables) du

plan complexe dédi¢ & z.B;(2) regroupe les zéros instables de  B(z) : 26, Zl

M mr o

Re

% : zérosde B, (z) (zéros compensables)
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Si on rapproche H(Z) de G(2), il parait assez naturel de penser que  H (Z) ne pourra jamais

compenser les retards intrinséques &  G(Z) et qui sont manifestés par la différence des degrés

des polynomes B(z) et A(z) .Le modéle H () doit tenir compte de ce fait et on doit avoir :
degré(A(2)) - degré(B,(2)) = degré(A(2)) - degré(B(2))

Comme B, (2) constitue une partie non compensée de  B(Z2), on doit le retrouver dans  B,(2) :

Bm(2) = B (2B (2).
Le polynéme R(Z) intervient au dénominateur dans la boucle de régula  tion. Son degré doit étre
suffisant pour assurer la causalité du correcteur. Les polynémes S(Z) et T (Z) sont de degré au
plus égal a celuide R(z).
. R(Zz) compense les zéros compensables du processus, conte  nus dans Bg(2) .1l

assure en outre la présence des intégrations nécess  aires pour assurer la précision. On
adonc:

R(z)=(z=1Y B.(2)R'(2)

R'(z st un polynéme dont le coefficient du terme de plu s haut degré est 1.

+ Lepolynéme T(2) assure le couplage du systéme a son entrée de comm  ande, il fournit

donc les zéros nécessaires pour obtenir le numérate  ur du modéle B,(z) dont une
partie est déja fournie par la partie non compensab  le du processus. On choisit donc :

T(z)=B_(2)4,(2)
Le degré de Ay(Z) n'est pas arbitraire. Il permet la synthése de  R(Z) et T (z) On doit avoir :

degré ( A;(z)) = 2degré ( A(z))- degré (A, (z))-degré( B, (z))+i- L

+ Le polynéme S(Zz), tout comme R(Z), est solution d’'une équation polynomiale dans
laguelle on a remplacé les polyndmes :

B(z) par B.(z)B_(z)
B _(z) par B,(2)B, (=)
R(z) par (z=1) B.(2)R'(2)
T(z) par B (2)A4,(z)

Il vient :

B, (z)4,(z)B,(z)B,(z) _ B-{:)B'.{:}_

(z=1) A(z)B (z)R'(z) + B.(2)B,(2)S(=) 4 (2)

X

Apres simplifications  R'(z)et S(z) doivent vérifier :

(z=1D)'A(z)R(z2)+ B, (=)S(z)= A,(2)A4, (=)
Equation polynomiale (équation Diophantine) co  nnue sous I”"identité de Bézout admet une
solution unique pour  R(Z)et S(2), si leurs degrés sont convenables :

degré (S(z))<degré( A(z))+i
degré (R'(z) )=degré ( A, (z) )+ degré (A4, (2) )- degré (A(z))-i
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Marche suivre :

» Les données de départ
B(z)
A(z)

B [z
M de gain statique 1 avec : degré ( Am(:) ) - degré ( Bm(:) ) = degré (A(z)) - degré ( B(z)

. Le processus

. Le modéle

m

. Le polyndome A,(z) tel que: degré (A4,(z)) = 2degré (A(z))-degré (A4, (z))-degré (B,(z))+i-1.

. La région D incluant tous les zéros compensables.
. Le nombre [ d’intégrations du correcteur.

« Marche a suivre

. B(z) est partage en deux polyndmes : B(z)= B,(z)B,(z).
. B_(z) contient les zéros compensables, sa plus haute puissance de = a 1 pour coefficient.
. B_(z) estalorschoisitel que : B, (z) = B, (2)B. (z).
. On pose alors ;
R(z)=z"+r, i I nz+r, avec degré(R'(z))=degre(4,(z))+degré (A, (z))-degré( A(z))-i

=1

S(z)=s:" +Sw_;:”_: +:o4 5,2+ 5, avec: degré (S(z)) <degré (A(z))+1.
. On résoud (par identification) : (= —=1)'A(z)R'(2)+ B,(2)S(z) = 4,(=2)4,, (=)

« Résultars

R(z)=B.(z)R(z)(z-1); T(z)=B.(2)4,(2).

« Loi de commande

R(U(z)=T(2),(2)-S(2)Y(2)
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Chapitre 4 Commande numérique - Approche d’état.

1. Modélisation :

Dans le cas discret, les intégrateurs sont remplacé s par des opérateurs de décalage, de

fonction de transfert z™* ; exemple :

u(kT)
o o o y(KT)
,<g>_, Z _ﬁg)—> z Z >
X, X

—F L

Figure 1.4 Exemple de représentation d’état d’'un sy  stéme discret.

A 4

Les équations s’écrivent :

X(k +1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)
xOR", yORP,uOR™

Rappelons que I'équation  X,(2) = 2 X, (2) se traduit, en représentation temporelle a temps

discret par la relation  X;(K +1) = X, (K) .Dou la dénomination d’opérateur de décalage.

A 4

u(kT) x(k +1)

—p Z

X ) y(KT)

A 4

Figure 2.4 Schéma standard pour la forme canonique

- Représentation modale
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Ce mode de représentation permet d’avoir la matrice d’état ou matrice d’évolution A sous
forme de matrice de Jordan (cas des pbles multiples ) ou diagonale (cas des pbles simples).

—>®—> A
L Ts

u(kT)
g &
T.
P,

a,

A 4

y(KT)

“Ti
|

—»@—» 27 —» an
LI

Figure 3.4 Représentation d’état du systeme discre

t sous forme modale.

Représentation compagne commandable.

Les formes commandable et observable sont misent en évidence a partir de la

transmittance :

2" " bz "z "M bz Y (2)

b
n U2

G(p) =—"
1+a,z t+. +az " +a,z
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Figure 3.5 Représentation d’état du systeéme discre

Xn (K) ]

\ 4
|
A 4

% (K)

n-1

X y(kT)

Xme+1(K)

A 4

~

A 4

b

m

t sous forme commandable.

Les équations d’état se déduisent naturellement des

x(k+1) =

y(k) =[bo

0

0
9

1
0
0

0

1

0

cette représentation :

0
0

~an-q |

b, O .. OJx(k)

0

X(k) +

- lu(k)
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- Représentation compagne observable.

u(kT)

».
L

Figure 3.6 Représentation d’état du systéme discre _ t sous forme observable.

0 0 -ap by

1 O 0 _al .

01 0 .. O : b
X(k+1) = Lo : X(K) + 8" u(k)

O .. 01 0

0 0 0 1 -a] 0

y(k)=[0 ... 0 1lx(k)

Résolution le I'éguation d’état
Résoudre les équations d’état revient a rechercher I'état du systéme a I'instant ko .Comme cet

état sera déterminer sans tenir compte de la valeur de I'échantillon d’entrée a cet instant, on
parle ici de prédiction de I'état du systéme.

La solution de I'équation :  y(k +1) = Ax(K) + Bu(k) est donnée par :

x(k) = A*x(0) +IZ:k:A“18u(k—i)

i=1
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y(k) = Cx(k) + Du(k)
(Méthode des itérations successives). Ak est la matrice de transition.

Calcul de la matrice de transition :
- Calcul directe : cette matrice se calcule directeme  nt en diagonalisant la matrice d’état

A @K) = AC = MAKM

— -1 )
- Utilisation de la transformée en z : ﬂZ) - (Z| - A) la transformée en z inverse
donne ¢(K).

Equation d’état et fonction de transfert.

G(z):%: (z1-A)*B+D

Passage du continu au discret.

On integre I'évolution du systéme entre deux instan ts d’échantillonnage :
Continu Discret

— AAT
Matrice d’évolution A > F=e
Matrice d’entrée B

-
~g :IeA‘T‘”dT.B
0

Matrice de sortie C - C= p

Commandabilité d’un systeme.

Le concept de commandabilité a été introduit par Ka  Iman ; et son critére est le plus utilisé.
Un systeme est commandable s'il est possible, quel que soit I'intervalle [kl, k2] et quelque soit

I'état X, , de déterminer un signal de commande u(t) sur [kl, k2] gui améne le systéme de
n'importe quel état  X(K;) = X; vers I'état voulu  X(K5) = X,.

Critéere de Kalman :
Un systeme est commandable si et seulement silama  trice de commandabilité, défini par :

Ci=|B AB AB .. A"B|estderangn.

La paire A, B est complétement commandable si et se  ulement si, cette matrice de
commandabilité est réguliere, autrement dit si son déterminant n’est pas nul.

On parle aussi d’accessibilité ; un systeme est dit accessible, s'il est possible de déterminer un
signal d’entrée u(t) sur l'intervalle [kl, k2] de maniere a amener le systéeme d’un état

X(k1) = xqvers I'état X(ko) = X,.

Observabilité d'un systéme.
Un systéme est dit observable a un instant  {;, si la connaissance du signal d’entrée et du signal

de sortie sur un intervalle de temps [kl, k2] permet de calculer I'état du systeme a l'instant ~ t,.
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Critére d’observabilité
Le systeme :

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)
y(K) = Cx(K) + Du(k)

est observable si et seulement si la matrice d'obs  ervabilité définie par :

C
CA
C=| CA

est de rang n.
La paire A, C est completement observable si et seu  lement si, cette matrice d’observabilité est
réguliere, autrement dit si son déterminant n’est p as nul.

Le choix de la période d’échantillonnage est suscep tible d’'influencer la commandabilité et
I'observabilité d’'u systeme. On montre qu’un systém e a temps discret perd son observabilité

et sa commandabilité s'il existe deux valeurs disti __nctes A et A, de la matrice A gui possédent

la méme partie réelle et dont la différence des par __ ties imaqinaire_sest un multiple de la
pulsation d’échantillonnage.

2. Analyse et synthése :

Stabilité :
En représentation d’état, pour analyser la stabilit & d’un systéme linéaire invariant, deux
solutions sont possibles.

- La premiere consiste a déterminer I'é  quation caractéristique dont I'expression est

donnée par :
defzl - A)=0

et puis, conclure sur la stabilité (Routh-Hurwitz, Jury).

- Laseconde repose sur la méthode de Lyaponov et rés  ulte du théoréme suivant :
Si deux matrices symétriques définies positives P et Q vérifient 'équation de Lyaponov
stationnaire: A'PA—P =-Q, alors le systéme X(k +1) = AX(k) est asymptotiquement
stable au sens de Lyaponov. Inversement, si le syst éme X(k +1) = AX(k) est
asymptotiquement stable au sens de Lyaponov, alors pour toute matrice Q symétrique et
définie-positive, I'équation de Lyaponov a une solu tion unique P symétrique-positive.

Méthode de test de la stabilité :

1. Prendre une matrice Q quelconque symétrique et définie-positive.(on prend Q =1 pour
simplifier les calculs).
Résoudre I'équation de Lyaponov  ATPA-P =-Q, puis déduire P.

Tester si la matrice P obtenue est symétrique définie-positive et conclure sur la
stabilité.
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Commande par retour d’'état :

Le retour d’état est actuellement I'outil de base d e l'automatique ; il fournit une procédure
systématique et garantie permettant d’assurer au mo  ins la stabilisation de n’importe quel
systéme linéaire invariant.

En pratique, la commande par retour d’état suppose gue toutes les variables d’état sont
accessibles (mesurables).

Le but de la conception cette commande par retour d 'état consiste a déterminer le vecteur
ligne K (vecteur de gain) de fagon a satisfaire des spécifications qui reposent sur un placement
des valeurs propres en boucle fermée (performances dynamiques) ou sur un placement de
structure (fonction de transfert en boucle fermée o u équation d'état). On peut aussi obtenir ces
gains matriciels de bouclage en utilisant les princ ipes de commande optimale.

Cette commande par retour d’état impose que le sys  téme (A, B) est commandable.

x(0) Systeme
e(kT) w9 ) y(kT)
— —>®—> B —»@—» Z > cC
'y x(K)
Al

Retour d’état

Figure 3.7 Structure de commande par retour d’état (formulation discrete).

La loi de commande est donnée par :

e(kT X
X2
u(k) = ae(k) - Kx(k) =ae(k) - (k, ko ... ky) .
Xn

x(k +1) =[A- BK|x(k) + Ba.e(k)

La fonction de transfert en boucle fermée est alors
F(z=218 - C[p! - A+BK]"Ba
E(2)

Cas multivariable :
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Dans le cas multivariable, on réalise une décomposi  tion dynamique puis on effectue une
allocation des poles par la formule de Bass-Gura : méthode qui consiste a ramener le
probléme multivariable a un probléme scalaire (monv  ariable).

Pour le systeme :
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) ’
on cherche dans le cas multivariable :
u(k) = Kx(k),

qui permet de modifier les valeurs propres du syst eme en boucle fermée.
On pose :

K=f.d dim(d) =r; dim(f)=n

La décomposition dynamique conduit au schéma suivan t:

e(kT KT
(KT) o ) y(KT)

—»“=>®=>B=>®=>Z — C |

f}. _dT4=

Retour d’état

Figure 3.8 Décomposition dynamique.

On boucle fermée :

x(k +1) = Ax(K) + B(£.dT).x(k) + a.e(k) = Ax(K) + Aw(k) + a.e(k)

avec :

B =B.f - vecteurdeim(B) =n

w=d' x - scalaire

Le systéme est supposé commandable, on peut alorsc  hoisir  f (qui sera utilisé comme

argument de réglage par la suite) et la dynamique e st alors imposée en utilisant la
commande :
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w=d ' .x(K)
pour commander le systéme monovariable

x(k +1) = AX(K) + Aw(K) + a.e(k)
en utilisant la formule de Bass-Gurra sur ce systé  me pour calculer dT ,on obtient alors :

K=fd'.

Observateurs et estimateurs d’état :

Lorsque toutes les variables d’'état ne sont pas mes  urables mais le systeme est complétement

observable ; il est alors possible de reconstruire le vecteur d’état a un instant donné a partir de

la connaissance du signal de sortie et du signal d’ entrée du systéme sur un intervalle de temps
précédent ; on utilise pour ce faire un observateur d’état. Si le systéme n’est pas complétement
observable, il est nécessaire d’estimer le vecteur d’état au moyen d’un estimateur d’'état.

L'idée est de fabriquer une simulation du systeme e  t d'y ajouter une entrée supplémentaire

fonction de I'écart entre la sortie (mesurée) du sy  stéme et la sortie (calculée) de la simulation
de maniere a assurer la convergence de I'état estim  é vers I'état réel du systeme.

Observateurs prédicteurs ou correcteurs :

Le systéme discret stationnaire est défini par :

X1 = A%+ BU,
Y= CX ’

On construit un observateur pour ce systéme :
X1 = A%+ By + G,
Ou G, est un terme de correction, seulement ici on disti ngue plusieurs types de corrections

donc d’observateurs suivant que la mesure est dispo nible a linstant précédent I'estimation ou
a l'instant de I'estimation. Dans le premier cas on construit un observateur-prédicteur donnant

une estimation de I'état a l'instant k +1daprés ce que I'on connait a l'instant K ,et on note
X1/ Cette prédiction. Dans le deuxiéme cas, on construitun o bservateur-correcteur,

I'estimation de I'état sera notée Xy 11/ 41 -
Observateur —prédicteur :

Dans ce cas on envisage :

Gk = Lp[yk - yk,k_l] Lot LPestun gain, ce qui conduit au reconstructeur d’éta  t défini
par :

A _an D &

Xesrk = A ¥ BU HL [Yk yk/k—l]’
avec :

Yirka = CRypan
ce qui peut s’écrire également :

Xk+1/k - |_A L CJXk/k—l + Buk + L yk'
En notant ik+1/k I'erreur de reconstruction

X1 ™ Xk

il vient :
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Xes1/k = |_A B LpCJ-)?k/ k-1

. . . p -
Le reconstructeur est asymptotique si le gain L est choisi tel que les valeurs propres de la

matrice A—LPC sont, en module  A—LPC, inférieures a I'unité (on a une matrice de
Schur).Dans le cas ou la paire (A, C) est observabl e, ces valeurs propres peuvent étre fixées
arbitrairement a I'aide de techniques de synthéses.

Observateur —correcteur :

: —|c o ¢
Dans le cas ou Y, st connue, on peut envisager que Gk =L [yk+1 - yk+1], o L estun

gain et Y, ., représente I'estimation de la sortie a l'instant K +1qui peut étre réalisée de deux

facons différentes : par anticipation (peu utilisée en pratique) ou par prédiction. L'estimation
est fournie par la reconstructeur :

Xesvion = Ay + Bu + Lc[yk+1 - yk+1]'-

Prédiction :
Dans ce cas, Y, estla meilleure estimation que I'on puisse faire d e la sortie a partir de

I'information disponible avant le calcul de Xes1/ks1 -ON poOSE donc :

Y = C[Aszk/k + Buk]

Ce qui conduit a la forme de reconstructeur-correct eur:

Xierr/o1 = |_| LCJ[AXk/k +.Buk] + LY,

L’erreur de reconstruction est régie par I'équation
c
Xk+1/k+1 |_| L CJ Axk/k

c c
Sile gain L est choisi tel que |_| -L CJ-Asoit de Schur, le reconstructeur obtenu sera
asymptotique. Lorsque la paire (A, CA) est observab le, il est toujours possible de

c . - e
trouver L correspondant a des dynamiques fixées) a priori pou r 'erreur.

Remargues sur les observateurs :

Quel que soit le type d’observateur choisi, le prin cipe de séparation reste valable : commande
par retour d'état et observateur peuvent étre déter  minés séparément.

Deux approches existent pour le choix du gain du re constructeur d'état, I'une basée sur la
notion de placement de poles, I'autre basée sur la minimisation d’un critére quadratique
associé.

Cependant dans ce cas des systémes discrets, il ex  iste un choix particulierement intéressant,
qui consiste a déterminer L tel que la matrice A— LC soit nilpotente, c'est-a-dire que toutes
ses valeurs propres soient nulles. En effet, dans ¢ e cas on obtient un observateur a réponse
pile ol I'erreur est exactement nulle au bout de ma>{|/i} pas ou les V, sont les indices

d’observabilité.
Notons la différence avec un observateur asymptotiq ue ou l'erreur tend vers 0.
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