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Chapitrel Synthése des lois de commande par approche fréquentielle.

Cahier des charges d’un asservissement/régulation

En regle générale, le cahier des charges d'une bouc le de régulation impose, en boucle fermée,
quatre performances :

- la précision, matérialisée par la valeur de I'erre  ur de position &, (£p — Oou la plus

faible possible) ; ainsi que celle de I'erreur de v itesse,
- Larapidité, matérialisée par une valeur maximale d  u temps de réponse ou du temps
de montée,
- lamarge de stabilité, matérialisée par la valeurd e la marge de phase,
- lalimitation du dépassement, ce qui se traduit pa  r une valeur optimale du
coefficient d’'amortissement.
Réle du correcteur :

Pour assurer une compatibilité entre les critéres c ontradictoires de stabilité et de précision et
améliorer les performances du systéme asservi ,on i ntroduit des dispositifs de correction
constitués par des réseaux de transmissions passifs ou actifs(structure cablée).Ces
correcteurs ont pour but de délivrer un signal de ¢ ommande ,noté u(t) au systéme de maniére a
préserver les exigences de précision et de stabilit € a priori incompatibles ;li sera I'élément
intelligent du systéme.



Principe général de la correction d’'un systeéme :
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Figure 1.1 Principe général de la correction

u(t) = f(e(t), x(t), p(t)etgt)) : Selon la nature de cette fonction, on distingue  différents types
de correction. : série, paralléle et par anticipati  on.
Correction série :

ecte en amont du systéeme, son r6le essentiel

Le correcteur C(p) est introduit dans la chaine dir
consiste a modifier les performances du systéme ini
simultanément sur les précisions statique et dynami

tial, suivant le cahier de charges. Il agit
que, sur la rapidité et sur la stabilité.
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Figure 1.2 Correction série.

Dans ce cas la commande u(t) = f( &), on distingue alors trois fonctions :

- Laloi de commande proportionnelle ou action propor tionnelle notée P :

u(t) = Ke(t) — Fonction de transfert du correcteur C(p) = K.
- Action intégrale, notée | :
1 1
u(t) = —I £(t)dt — Fonction de transfert du correcteur  C(p) =—.
Tid Tp
- Action dérivée, notée D :

u(t) =T, de (t) — Fonction de transfert du correcteur  C(p) =T, p.




Un correcteur série réalise plus ou moins parfaitem ent des combinaisons de ces trois actions
En premiere approximation on peut dire que I'action P augmente la bande passante et par
conséquent la rapidité et la précision dynamique ; I'action | annule I'erreur statique mais
entraine un effet déstabilisant enfin I'action D pa  r un apport de phase complémentaire, tend a
stabiliser le systéme.

Correction paralléle :

La correction paralléle ne permet pas I'introductio n d’une intégration ; le correcteur C(p) se
greffe en paralléle sur un élément fixe de la chain e et agit essentiellement sur la stabilité et la
rapidité.

Correction par anticipation :
Le correcteur C(p) appelé aussi compensateur élimin e théoriquement l'influence des
perturbations p(t).

Exemple :
Les effets de la perturbation p(t) sont compensées par Ccomp( p)

p(®)
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Figure 1.3 Compensateur: C_, (p)= —m

Correction série.

Principe de correction et structure des correcteurs :

1. Correcteur proportionnel :

Le correcteur proportionnel est un simple amplifica teur de gain réglable, C(p) = K.

Si K > 1, on améliore la rapidité et la précisiond  u systéme en boucle fermée mais on diminue
la stabilité et on accroit son dépassement.

» Action du correcteur :




-180°

Figure 1.4 Action du correcteur, lieu de Black.

Ce correcteur équivaut a une translation de la cour  be dans le plan de Black et de la courbe du
module dans le plan de Bode.

e  Circuit électrique :
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Figure 1.5 Circuit électrigue _du correcteur propor____tionnel.

2. Correcteur proportionnel et intégral :

* Fonction de transfert du correcteur proportionnel e tintéqgral :

1
Cis =K (1"'5)

» Lieu de transfert du correcteur proportionnel et in tégral :
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Figure 1..6 Lieu de transfert du correcteur ___proportionnel et intégral

» Action du correcteur :

Ce correcteur introduit un pole a 'origine. L’acti on de ce correcteur se fait sur les basses
fréquences. La présence d’un intégrateur annule I'e  rreur statique, mais il ralentit le systéme et
le déstabilise s'il est mal placé. Il n’influe prat  iquement plus la phase pour les hautes

10
fréquences (w> —) .
T

» Mise en place : (Méthode du p6le dominant).

1. Exprimer la fonction de transfert en boucle ouve  rte,
1
2. Supprimer le péle dominant I = ———— = constante de temps la plus grande (le pole
min
dominant correspond a la plus grande constante de t emps du systéme, donc au p6le dominant
car c'est lui qui limite la rapidité du systeme),

3. Déterminer K pour avoir une marge de phase suffi ~ sante (ou celle imposée par le cahier de
charge).
» Circuit électrigue :

Figure 1.7 Circuit électrigue du correcteur propor ___tionnel et intégral.
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3. Correcteur a retard de phase ;

On utilise généralement le correcteur a retard de p  hase de fonction de transfert :

1+7.p
C( p) =K avec b >1
1+br.p
» Lieu de transfert du correcteur a retard de phase :

C( p)dB B}

1
f bt @y T

0dB
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T i Mt

Figure 1.8 Lieu de transfert du correcteur _a retard de phase.

Avec les relations :
1 1-b
W,=—— et sing =——
" b " 1+b
Action du correcteur :
Agit en basses fréquences, il permet de réduire I'e  rreur statique, il ralentit le systéeme (diminue
la bande passante), et le déstabilise s’il est mal placé (1 petit).

Si — < W, (la pulsation de coupure en boucle ouverte), on aug  mente la marge de phase en

conservant un bon gain en basses fréquences, maiso  n a une diminution de la bande passante,
dans ce cas, l'effet du correcteur a la forme suiva  nte (lieu de Black):

¢ APe
A

-90°

Figure 1.9 Effet du correcteur _a retard de phase (lieu de Black).




» Circuit électrique :

Cl
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Figure 1.10 Circuit électrique du correcteur aret ard de phase.

4. Correcteur proportionnel et dérivée / Correcteur a avance de phase.

* Fonction de transfert du correcteur proportionnel e t dérivée :

C( p) =K (1+ Tp) .Le gain de ce correcteur est infini pour les haute s fréquences.
1+7,p
1+1p

Ceci est donc physiquement irréalisable, on I'appro xime par : C( p) =K

avec rtres petit devant Td .

» Lieu de transfert du correcteur proportionnel et dé rivée :
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Figure 1.11 _Lieu de transfert du correcteur proportionnel et dé rivée(Bode).

» Action du correcteur:

L'action de ce correcteur se fait sur les hautes fr ~ équences.
Son effet est stabilisant et a tendance a augmenter la rapidité. On remarque aussi, sur son lieu

o o 10 :
de Bode, que ce correcteur induit un gain infini en hautes fréquences et qu'a. —, le gain
T

apporté est de 20dB et la phase apportée est quasim  ent de 90°

Pour étre efficace, ce correcteur doit vérifier : ? =< wR c'est-a-dire I'effet doit se produire

suffisamment tot.

Il y a donc augmentation de la marge de phase, del a marge de gain, de la pulsation de
résonnance et de la bande passante.

De plus, en augmentant K, on augmente la stabilité et la précision du systeme.
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Figure 1.12 Effet du correcteur proportionnel et dérivée (lieu de Black).

« Circuit électrique :
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Figure 1.13 Circuit électrigue _du correcteur propo __rtionnel et dérivée.

C(p) = K (L+ 1) C(p) =

1+

D’une maniéere générale, on utilise le correcteur a avance de phase qui a un effet semblable au
correcteur proportionnel et dérivée dans une import ante bande de fréquences.

e Fonction de transfert du correcteur a avance de phase.

1+aTp
C(p)=K——
(P) 1+Tp

» Lieu de transfert du correcteur a avance de phase.

avec a>1.
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Figure 1.14 Lieu de transfert du correcteur a avance de phase (__Bode).

Ce correcteur permet d’augmenter la rapidité du sys  téme et apporte une avance de phase qui
est maximum a la pulsation @y, :



) a-1
= sing,, =——
== o Sigp=_—

a-1
ou: ¢.() = arctgaTw-arctgTw= arCtQZ—JE (ieu de Bode)

On constate, pour un réglage avec Cvaoisin de C()m et tel que ar < a)R < ? ; on aune

action stabilisante autour de la pulsation de réson nance qui permet d’accroitre alors le gain K
du systéme.

¢ [C(Pge

A

4 -180° -90%

Figure 1.15 _Effet du correcteur a avance de phase (lieu de Blac k).

« Circuit électrique :

P
Cl :'R“
] =
e —
. Rl + /l
S
s /Jj

c(p) = FRCLP ee RC, <R
1+ R,C,.P

Figure 1.16 Circuit électrigue du correcteur a ava___nce de phase.

5. Correcteur Proportionnel-Intégral et Dérivée !

* Fonction de transfert du correcteur (Mixte):

1 1+T, p+T; Ty p?
C(p)=K@+—+Typ)=K —
(p) = K( Tp aP) TP
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Ce correcteur est essentiellement théorique ; en pr
un avance de phase. Le filtrage n’intervient alors
Les racines du numérateur de C(p) sont réelles si :

atique, on traite la partie action dérivée par
qgue sur les hautes fréquences.

A=T?-4T T, =Tf(1—%) =0
T,

D’ou la condition :

T,
< —L
4

C( p) — (1+ Tlp)(1+ TZ p)
P

retrréelsr,, :é 1+ /1—%

Avec T, <T=T <71,

C(p) s’écrit alors :

Lieu de transfert du correcteur :

PID mixte dérivée pure

PID mixte dérivée filtrée

IC(P)|de
A .’
1 +
Q | ]
20logK :
'r :
I 1
0dB f : > o
o : L
t"}‘ : P
+90° (T e
I |
el
T : >
ap
Figure 1.17 Lieu de transfert du correcteur PID (Bode)
w=w,: Ar (C('a)))—arct [0, +arctgr,w, —— =0
Pour W=, - ANg\L(J W, ) )= gr,4, 97,0, 2
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T.a. T TG T
Soit encore : afCtglp—Zz" -
1-nrnw, 2

1 :
Condition réalisée si : 1— TlTZC()pz: 0 doud, = \/ﬁ edC(J %)‘ =K.

Ce point particulier du lieu de transfert est appel € point de pivot, les actions intégrales
et dérivées non aucune influence

» Action du correcteur:
L’action de ce correcteur se fait sur toutes les fr ~ équences. Son effet est stabilisant, il
annule I'erreur statique, il contribue a augmenter la rapidité.

» Synthese du PID dans le plan de Black :

1
Conditions de réglage satisfaisant : ? =< CORG'[T— < Gk
[ d

On constate, dans le lieu de Black, 'augmenta tion de la précision statique due a
l'intégration ; de plus, 'avance de phase permetd  ’accroitre le gain K et par conséquent, la
pulsation de résonance et la pulsation de coupure.

IC(P)|qe

0dB

g -180° -90°

Figure 1.18 _Effet du correcteur PID (lieu de Black).

e Circuit électrique :
Cl

s

Figure 1.19 Circuit électrigue du PID.

R1




6. Correcteur avance et retard de phase :

Ce réseau est plus proche des réalisations physique s des PID. Sa fonction de transfert

1 1+ar.p
i . C =K + ra=1
s’ecrit : (p) Tlp 1+T.p ’ -

En basses fréquences, ce correcteur a action de typ e proportionnelle et intégrale
permettant ainsi d’avoir une bonne précision statiq ue.

En hautes fréquences, le comportement se rapproche de celui du systéme a avance de
phase combinant ainsi les intéréts des deux autres types de régulation.

13



Chapitre 2 : Les modeéles d’état.

La notion de systéemes dynamiques montre que la modélisation la plus riche est celle qui utilise la
notion d’état puisqu’elle représente un ensemble de variables a priori plus grand que celui constitué
par les entrées et sorties. Cette représentation d’état est un outil puissant permettant de modéliser
le fonctionnement de systémes linéaires ou non, en temps continu ou en temps discret et qui
posséde en outre |'avantage de conserver la représentation temporelle des phénomeénes et se préte
bien au développement des programmes de calculateurs qui permettent I'analyse ou la synthése
des systémes dynamiques.

Les variables d’état représentent a chaque instant, I'ensemble minimal d’informations nécessaires
pour déterminer I'évolution ultérieure d’un systéme ; est se fait essentiellement dans le domaine
temporel.

«  Etat d’un systéme et variable d’état.

Considérons le systéme représenté sur la figure 2.1.Ce systéme est composé d’une cascade
d’éléments différents et la commande automatique d'un tel systéme peut trés bien aller beaucoup
plus loin que la seule ambition de réguler le signal de sortie.

Un certain nombre de sighaux, que I'on peut qualifiés d’internes au systéme apparaissent

nettement sur le schéma notés X, X,,etX;.

“® %C)
—— | & ]

Figure 2.1 Exemple de représentation d’état d’'un systéme continu.

Ces variables internes choisies sont appelées variables d’état du systéme. La commande du systéeme
ne se réduit donc pas au simple asservissement du signal de sortie mais peut donc étre considéré

comme la maitrise simultanée de I'évolution des trois signaux X, X,, et X,.0n dit que I'ensemble

de ces trois signaux forme le vecteur d’état et lJa modélisation va permettre d’envisager la
commande de cet état grace au signal d’entrée.
A partir de la figure 2.1, on calcule la dérivée de chaque variable d’état :

X =U-Yy=U-—X x) [0 0 -1x) (1
X, =% =KX, = |X% |=|1 -K 0| x,|+|0]u(t)
X5 =X, x,) 10 1 0fx) (O

Qui s’écrit : X = AX+ Bu(t)

14



Xy
comme Y(t) = X, on écrit : Y(t) = (O 0 1). X,
X3
On exprime donc I'évolution du systéme, modélisée par un vecteur constitué de dérivées premiéres
des composantes du vecteur d’état. en fonction du vecteur d’état x du systéme.
Dans le cas général le systéme peut avoir plusieurs entrées et plusieurs sorties. Soit n le nombre de

variables d’état. m le nombre d’entrées et p le nombre de sorties.
Dans ces conditions, I'équation d’état d’un systéme LTI sous forme canonique s’écrit :

X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
xOR", yORP,uOR™,

La premiére équation s appelle I'équation de commande ; la seconde, équation d’observation.
A (n x n) est la matrice d’état,
B (n x m) est Ia matrice d’entrée,
C (p x n) est la matrice de sortie,
D (p x m) est le transfert direct (ou couplage) entrée/sortie.
Le vecteur d’état x représente en pratique, la mémoire du systéme, et la connaissance des
conditions initiales est nécessaire pour prévoir son évolution future.

A 4

A 4
A 4

o Tt

A

A

Figure 2.2 Schéma standard pour la forme canonique
1/ est rare que la sortie soit directement liée a son entrée. On a donc trés souvent D = 0.

» Gain statique :
Le point d'équilibre pour une entrée U(t) = U, est donnée par X, =0/ soit :

0= Ax, +Bu, .
Si la matrice A est inversible, c’est-a-dire s’in n’y a pas de valeurs propres nulles ou pas de péles
nuls dans la fonction de transfert, alors :

Y., =—-CA Bu, = Ku,,
K =-CA'B=G(p)p=o

K est le gain statique.

» Gain dynamique :
Lorsque le systéme contient une ou plusieurs actions intégrales, ce n’est plus la sortie qui tend vers

. . P . . iéme
une constante pour une entrée nulle mais sa dérivée ou sa dérivée N .Le rapport entre la valeur
finale de cette dérivée et I'entrée est appelé le gain dynamique.

»  Représentations équivalentes.

15



Les systémes dont le fonctionnement est décrit par des équations différentielles ou des équations
de récurrences linéaires a coefficients constants sont appelés systéemes LTI pour les systémes
Linéaires a Temps Invariant. Les matrices A, B, C et D sont donc des matrices a coefficients
constants.,

- Représentation classique :

Ce mode de représentation est déduit directement de I’'équation différentielle (cas continu) ou de
I'équation de récurrence (cas discret).

Exemple : systéme masse-ressort-amortisseur.

L’équation différentielle du second ordre s’écrit :

di() , dit
m O p 0 i = £
dt dt
m, b, k et ] sont respectivement la masse, le coefficient d’amortissement, la constante de raideur du
ressort et |'élongation.
di(t)

Conditions initiales : 1 (0) = Oe t? =V,

On écrit I'équation précédente sous forme différentielle du premier ordre :

|(t)

X () =1() = y(t) - %(t) = = %,(t)
_dI(t) o 2I(t)__5 b 1
X, () = - %(t) TqE mxl(t) sz(t)+ - f(t)

&©=%%©=%

Un tel systeme se met alors sous la forme d’équation d’état dite classique :

0 1 0
x)=|_k _bixt)+ 1 |u)
m m m

yt)=[1 oJx(t)

u(t) = f(t)etD =0

- Représentation modale

Ce mode de représentation permet d‘avoir la matrice d’état ou matrice d’évolution A sous forme de
matrice de Jordan (cas des péles multiples) ou diagonale (cas des pdles simples).

Exemple : Cas des péles simples :
Pour la transmittance :

G(p):lj(p): 5 1 = 1 - 1
(p) p"+3p+2 p+l p+2
_U(p) _U(p) .
Y(p)—p+1 p+2
On pose :
Ap)—9i9~»mﬂ)— X, () +u()
X,(p) = (p) _ %(t) = -2%,(t) +u(t)

eMU=&m-&ﬂ)

D’ou I'écriture modale :

16



%(t) = {_01 _Oz}x(t) + mu(t)
yt) =t -1xt)

Les variables x sont des variables canoniques puisque A est diagonale. Les poles Q. simples

ait
déterminent les modes €' du systéeme.

—>®—>
L1

u(t)
—»—»@—» J‘ %
LT

—
A 4

Q
=

y(t)

A 4

—&) | " a,
LI

Figure 2.3 Représentation d

‘état du systéme continu sous forme modale.

Dans le cas d’un systéme du second ordre :

K
G(p) =
1+ % pe L g
@ @

Les pdles complexes conjugués sont non décomposables ; on utilise alors la représentation d’état

suivante .
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u(t) y(t)

\ 26w,

a)nZ

Figure 2.4 Représentation d’état d’un bloc du second ordre non décomposable.

Représentation compagne commandable.

La fonction de transfert n’est factorisée, et s‘écrit :
m m-1
G(p) = PP +brap "+ A bp
n n-1
a,p"+a,,p"+. . +ap+a

Pour &, =1 (on divise le numérateur et le dénominateur para,, ), divisons le numérateur et le

,avecn = m.

dénominateur par n, on obtient :

b, P " +b,  p"" T +...+bp™™ +byp™ _ N(p)

G(p)= -1 -n+l -n -
1+a,_,p +..tap " +a,p D(p)
On peut alors écrire :
_U(p) _
Y(p) =——2.N(p) =R(p)N
(p) B(p) (p) =R(pP)N(p)
_ U(p)
R(p)_1+an_1p‘1+---+a1p‘”*1+aop‘”
Soit :
R(P)L+a,,p ™ +...4a,p™ +3,p™"|=U(p)

1 1\ (1Y
R(p)=E(p)-|a,— |+..ta|—| +a|—| |R
(p) =E(p) an[pj al[pj ao(pj (p)

Si on pose :
R R R
xn(p):%,xn.l(p): ;E’),...,xmp): é,'?),

On obtient : R( p) = E( p) _[an-lxn(p) Tt alxz(p) + aoxl(p)]

On peut alors choisir les X, comme composantes du vecteur d’état, d’ou la représentation d‘état :

18



f )
u(t) . « s(t)
SRR L H®_.

A 4

»

=)

A 4
(@)

Figure 2.5 Représentation d’état compagne commandable.

Le signal de sortie s’écrit alors :

Y(p) = b, p™" +b, , p" " +...+ b p ™ + by p " |R(p)

D'ou :

Y( p) = bmxm+1( p) + bm—lxm( p) Tt b_LXZ( p) + boxl( p) .

Les équations d’état se déduisent naturellement de cette représentation :

X =X,
Xn—l = Xn

X, ==p% — X, —...= 3, X, +Uu(t)
y(t) =bpX, +B X, +..ta, X,

19



Dou :

( 0 1 0 0 0
0 1 0 0

X(t) = 0 |x(t)+]|: |u(t)
O 0 ..0 1 0
8 @& .. . Ty 1]

v =ln, . b, 0 .. o

Cette forme de représentation est appelée forme compagne commandable car la matrice de
commande du systéme contient, en une seule ligne, I'ensemble des coefficients du dénominateur de

la fonction de transfert. Elle est dite commandable, bien que seule la variable X, soit directement

affectée par le signal d’entrée, toutes les variables d’état s’en trouvent influencées par intégrations
successives.
Si un systéme est commandable, alors on peut le mettre sous forme compagne commandable.

- Représentation compagne observable.
La forme de G(p) déja transformée s‘écrit :

b,p™ " +b, P +...+bp ™™ +bp™ _ N(p)

G(p): -1 -n+l -n -
1+a _pt+..+ap ™ +a,p D(p)
On peut ensuite écrire :
— -1 -n m-n m-n-1 -n+l -n
Y(p) =3, p ™ +..+ 8P Y (p) + [0, P + b, P+ AR ™ R U ()
Dou :

1 1 n-1 1 n 1 n-m 1 n
S(p)=|a | = |+..+a| = = |s b.| = b= U
(P a”‘[p}r +a1[pj +a°(pj (P (p) T (p) (P

Et la représentation d’état suivante :
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u(t)

A 4

Figure 2.6 Représentation d’état compagne observable.

Les équations se déduisent directement de cette représentation :

Xl = _aOXn +b0u(t)
XZ = Xl - aixn + blu(t)
Xm—l = Xm - aan + me(t)

Xn = Xn—l - a‘n—1Xn

y(t) = x,
Dou
0 .. .. 0
1 0 .. 0
, 01 0 0
0=, .
0 0 1 0
0 .. 0 0 1
yt)=[0 ... 0 1x()

iy

X(t) +

u(t)
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Cette représentation est appelée forme compagne observable car, outre le fait que la matrice de
commande du systéme contient ,en une seule colonne, I'ensemble des coefficients du dénominateur

de la fonction de transfert, on remarque que la sortie de ce systéme est égale a X, qui ,par

intégrations successives ,est bien influencée par toutes les variables d’état. Si un systéme est
complétement observable, alors on peut le mettre sous forme compagne observable.

»  Résolution des équations d’état. Matrice de transition d’état.

Résoudre les équations d’état consiste a déterminer I'expression du vecteur d’état x(t) en fonction
du temps.

La solution générale de I'équation : X = AX+ BU est donnée par la théorie des équations

différentielles : X(t) = A7) X(to) + I et BU(T) dr .

Cette expression est la somme de la solution de I'équation correspondant au régime libre(ou

(

A(t—tg) L. ; ;
autonome), soit € 0 X(to) et de /a solution correspondant au régime forcé(ou commande).

A(t)
L’opérateur e est appelé matrice de transition d‘état, notée {{ (t) , elle décrit la transition en
régime libre de X(t,) aX(t).
A’t? A't"

— AAL
(dt) =e" =1+ At+ T +..+ T +... , I représente la matrice carrée identité de

dimension n.

La sortie est donnée par : y(t) = Cx(t) + Du(t).

Calcul de la matrice de transition :

- Utilisation de la transformée de Laplace.

Passage aux transformée de Laplace de X = AX+ Bu - pX(p)—- X (0) = AX(p)+BU(p)
Soit : (pl — A)X(p) =x(0)+BU(p)

pod : X(p)=(pl = A)"x(0) +(pl = A)"BU(p)

Ienrésulte ¢(p)=(pl —A)" ; la transformée de Laplace inverse donne (t) .

- Méthode de diagonalisation.
Diagonalisation de la matrice d’état A :

& 8, - &y
Q1 By e By

(8 B e By
Les vecteurs propres et les valeurs propres de cette matrice sont définis par : A(V, ) = /]i (VI )

Les vecteurs non nuls (\/i ) sont les vecteurs propres de A ; les A | sont ses valeurs propres qui sont
les racines de I'équation caractéristique de la matrice A définie par :
det(dl - A) =0.

Sion appelle [\ la matrice diagonale formée des valeurs propres de la matrice A et M la matrice
modale formée des vecteurs propres, on a :
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A 0 .. O
0O A, 0 ..
a3 50 =l @ .
O O /1n
Dans ces conditions : A\ = _MAM - .
e 0 .. 0
0 e* 0
. ,eAt:M_ .M_l
Par consequent : 0 0
0 .. 0 é&"]

- Equation d’état et fonction de transfert.

Le systéme étant décrit par :

X=Ax+Bu
y =Cx
D=0

pX(p) = AX(p) + Bu(p)

Passage aux transformée de Laplace :

Y(p) =CX(p)
X(p) = ( pl — A)_1 BU (p) .Conditions initiales nulles.

Y _
D’ou Ia fonction de transfert : G( p) = % = (pl - A) ' B

Y .
Siy = Cx(t) + Du(t); alors : G(P) =% = (pl —A) 'B+D

«  Commandabilité d’un systéme.
Le concept de commandabilité a été introduit par Kalman ; et son critére est le plus utilisé.
Un systeme est commandable s’il est possible, quel que soit I'intervalle [t1 , tz] et quelque soit I'état X,
, de déterminer un signal de commande u(t) sur [t1 ) tz] qui améne le systéme de n’importe quel
étatX(t,) = X, vers I'état vouluX(t,) = X, .

Critére de Kalman :
Un systéme est commandable si et seulement si la matrice de commandabilité, défini par :

Ci=[B AB A’B .. A™B| estderangn.

La paire A, B est complétement commandable si et seulement si, cette matrice de commandabilité
est réguliére, autrement dit si son déterminant n’est pas nul.
On parle aussi d’accessibilité ; un systéme est dit accessible, s’il est possible de déterminer un

signal d’entrée u(t) sur l'intervalle tl,tz] de maniére a amener le systéme d’un état X(1,) = X, vers
r'étatx(t,) = X,.

«  Observabilité d’un systéme.

Un systéme est dit observable a un instantt, si la connaissance du signal d’entrée et du signal de

sortie sur un intervalle de temps |t , t2] permet de calculer I'état du systéme a l'instantt, .
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Critére d’observabilité :
Le systéme :

X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

est observable si et seulement si la matrice d’observabilité définie par :

C
CA
C=| CAX

C An—l
est de rang n.
La paire A, C est complétement observable si et seulement si, cette matrice d’observabilité est
réguliere, autrement dit si son déterminant n’est pas nul.
«  Stabilité
En représentation d’état, pour analyser la stabilité d'un systéme linéaire invariant, deux solutions

sont possibles.
- La premiére consiste a déterminer I'équation caractéristique dont I'expression est donnée

det( pl - A) = 0, (Cas continu)

et puis, conclure sur la stabilité (Routh-Hurwitz, Jury).

par:

- La seconde repose sur la méthode de Lyaponov et résulte du théoréme suivant :
Si deux matrices symétriques définies positives P et Q vérifient I'équation de Lyaponov

stationnaire : A'P + PA=—Q, alors le systéme X(t) = AX(t) est asymptotiquement stable au
sens de Lyaponov. Inversement, si le systéeme X(t) = AX(t) est asymptotiquement stable au sens

de Lyaponov, alors pour toute matrice Q symétrique et définie-positive, I'équation de Lyaponov a
une solution unique P symétrique-positive.

Méthode de test de la stabilité :

1. Prendre une matrice Q quelconque symétrique et définie-positive.(on prend Q = | pour
simplifier les calculs).
2. Résoudre I'équation de Lyaponov A' P + PA=—Q, puis déduire P .
3. Tester si la matrice P obtenue est symétrique définie-positive et conclure sur la stabilité.
Dans le cas discret I'équation de Lyaponov s’écrit : A'PA—P =-Q
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Chapitre 3 Analyse et Synthése des systémes continus dans I'espace d’état.

«  Stabilité
En représentation d’état, pour analyser la stabilité d’un systéme linéaire invariant, deux
solutions sont possibles.
- La premiere consiste a déterminer l'équation caractéristique dont 'expression est
donnée par :

defpl - A)=0

et puis, conclure sur la stabilité (Routh-Hurwitz).

7/

- La seconde repose sur la méthode de Lyaponov et résulte du théoréme
suivant :
Si deux matrices symétriques définies positivesP et Q vérifient I'équation de Lyaponov

stationnaire : A"P + PA=-Q, alors le systéme X(t) = AX(t) est asymptotiquement

stable au sens de Lyaponov. Inversement, si le systéme X(t) = AX(t) est
asymptotiquement stable au sens de Lyaponov, alors pour toute matriceQ symétrique et
définie-positive, I'équation de Lyaponov a une solution unique P symétrique-positive.

Méthode de test de la stabilité :
1. Prendre une matrice(Q quelconque symétrique et définie-positive.(on

prendQ = | pour simplifier les calculs).

2. Résoudre I'équation de Lyaponov A’ P + PA= -Q, puis déduireP .

3. Tester sila matrice P obtenue est symétrique définie-positive et conclure sur la
stabilité.

« Commande dans l'espace d’état.

Le systéme invariant est décrit par une représentation d’état linéaire a temps continu :

%(t) = AX(t) + Bu(t) + B'v(t)

y(t) =Cx(t)
z(t) = Cx(t)
Perturbations Sorties
v > —> vy
Processus Mesures
Commandes > z

A

Correcteur Consignes
D —

Ye

Objectif : a partir des mesures z, le correcteur doit générer des commandes u qui
permettent d’asservir les sorties y sur des signaux de consignesY ., en rejetant le mieux
possible les perturbations v.
Les signaux z, y, v, u sont a priori des vecteurs (cas multi variable).
La synthése de la commande s’effectue en trois étapes, qui sont relativement
indépendantes :

- la synthése par retour d’état
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- la synthése d'un observateur
- l'association du retour d’état et de I'observateur

« Commande par retour d’état

Le retour d’état est actuellement I'outil de base de I'automatique ; il fournit une
procédure systématique et garantie permettant d’assurer au moins la stabilisation de
n‘importe quel systéme linéaire invariant.

En pratique, la commande par retour d’état suppose que toutes les variables d’état sont
accessibles (mesurables).

Cas continu :

e(t) u(y) |

R
-
—
~
[
>
&
~
+
o
c
—
~
y
<
~
—
~
1
@)
X
—~
—
~

A

Structure de commande par retour d’état(formulation continue).

On utilise I'état x(t) du systéme pour construire le signal de commande u(t) par un
bouclage de la forme :

X,
X
u(t) = ae(t) - Kxt) =aet)-(k, k, .. k) 2

a est un gain de pré bouclage.

Le but de la conception cette commande par retour d’état consiste a déterminer le
vecteur ligne K (vecteur de gain) de facon a satisfaire des spécifications qui reposent sur
un placement des valeurs propres en boucle fermée (performances dynamiques) ou sur
un placement de structure (fonction de transfert en boucle fermée ou équation d’état). On
peut aussi obtenir ces gains matriciels de bouclage en utilisant les principes de
commande optimale.

Cette commande par retour d’état impose que le systéme (A, B) est commandable.
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Fonction de transfert en boucle fermée (placement de structure) :

Le systeme en boucle ouverte est régi par :

X(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) =Cx(t)
On a alors:
X(t) = AX(t) + B(a.e(t) - Kx(t)),
Soit :

x(t) =[A- BK]x(t) + Ba.g(t)
Passage aux transformées de Laplace :
X(p) =[p! - A+BK]'BaE(p),

D’ou la fonction de transfert en boucle fermée :

F(p) :%:C[pl - A+BK|'Ba

Dans le cas d'un placement de péles pour un systéme commandable, on identifie le
dénominateur de la fonction de transfert en boucle fermée tenant compte du retour d’état
avec le dénominateur de la fonction de transfert obtenue a partir du cahier de charges.

Exemple :

-2 -2 1
Considérons le systéme défini par: A= 1 -3 etB= 2"
Le systéme est commandable ; on souhaite placer ce systéme dans une boucle a retour

d’état avec un vecteur de gain K = k1 k2 ,de maniére a obtenir une marge de phase

égale a 60° et un temps de montée de 3s.
Ces performances correspondent a une fonction de transfert du second ordre caractérisée

par un facteur d’amortissement { = 0.6 et une pulsation propre W, = Ird / S, autrement
dit possédant un dénominateur D(p) tel que :

2
D(p) :Lz+2—fp+1: p°+12p+1

n n
On identifie le dénominateur de la fonction de transfert en boucle fermée tenant compte
du retour d’état a D(p) :

def{pl - A+BK]= p?+12p+1
Soit:
p+2+k — 2+k
1-2k, p+3-2k,
(p+2+k)(p+3-2k;) - (1-2k,)(2+k) = p*+12p+1
P+ (B+k —2k,)p+(4+k)=p°+12p+1

= p*+12p+1

D'ou :
4+k =1 =-
3 _ k=3
5+k -2k, =12 |k, =04

Le vecteur de gain qui assure au systéme les performances voulues en boucle fermée est
donc:

K=[-3 o04].
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Points sur la commande par retour d’état :

+ La commande par retour d’'état nécessite la connaissance du vecteur d’'état
(accessibilité a la mesure),

+ Dans le cas contraire, on fait appel a un observateur d’état, c’est un systeme dédié
dont la fonction consiste a reconstruire le vecteur d’état a partir des mesures
accessibles sur les entrées et les sorties du systéme (deux cas sont a considérés :
systéme non bruité et systéme présentant des bruits sur les mesures ou sur les
commandes),

+ Leretour d’'état peut avoir également comme objectif de découpler I'effet des entrées
sur les sorties (cas des systémes multivariables).Les méthodes de découplage
conduisent souvent a des retours d’état dynamiques, par opposition a ceux envisagés
ici, dits retour d'état statique.

+ Observateurs et estimateurs d’état

Lorsque toutes les variables d’état ne sont pas mesurables mais le systéme est
complétement observable ; il est alors possible de reconstruire le vecteur d’état a un
instant donné a partir de la connaissance du signal de sortie et du signal d’entrée du
systéme sur un intervalle de temps précédent ; on utilise pour ce faire un observateur
d’état. Si le systeme n’est pas complétement observable, il est nécessaire d’estimer le
vecteur d’état au moyen d’un estimateur d’état.

L'idée est de fabriquer une simulation du systéme et d’y ajouter une entrée
supplémentaire fonction de I'écart entre la sortie (mesurée) du systéme et la sortie
(calculée) de la simulation de maniére a assurer la convergence de I'état estimé vers
I'état réel du systeme.

Cas continu :

On considére le systéme dont le modéle d’état est donné par :

%(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) ’

On note par X(t)'estimé de x(t)a l'instantt;

28



\ 4
%
I
>
5
+
o
=
) —
A\ 4
=
I
O
X
) —
\ 4

e Ly
[ v
u(t) L e n |
I - I
: :.: ............................................... ’.\ .......... : ........ 9 (t)
1| 1] Xt = A +Bu) » YO =CX(1) .
I X0 ;
I Simulateur [
| e e n e e n s nnnnnn e : 1 -
: ;X
I Observateur | >
e e e e e e e e e e e Em e Em Em o e e Em Em Em Em = -

Observateur (formulation continue).

Mise en équations :
On définit I'erreur d’estimation g(t) par :

£(t) = X(t) — X(t) |

Lorsque X(t) = X(t) , on peut admettre que les états sont les mémes et I'état
X(t) reconstruit, représente le vecteur d’état x(t) inconnu.

L'objectif consiste donc a faire converger ce vecteur vers un vecteur constant le plus
faible possible (idéalement vers 0) et, ce le plus rapidement possible.
La structure de I'observateur est de la forme :

X(t) = AX(t) + Bu(t) + L[y(t) - 9(t)]
y(t) = CX(t) ’
ol apparait le terme correctif en fonction de I'erreur de reconstruction de la sortie,

Y(t) - Y(t) , et le gain de correction L, appelé gain de I'observateur est a déterminer.
Cette structure peut étre écrite sous la forme :

x(t) = (A= LC)X(t) + Bu(t) + Ly(t) .

Si on considére l'erreur d’estimation :

£(t) = x(t) - X(t),

On obtient :

£(t) = (A-LC)é(),
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Ce qui conduit a I'évolution de I'erreur d’estimation a partir de la condition

initiale £ (0) - X(O) - X(O) , qui est non nulle de facon générale parce que I'état est a
priori inaccessible :

£(t) = dAOlte ().

Pour que l'observateur soit utilisable il est nécessaire que cette erreur tende vers 0
lorsque t augmente. Lorsque cette propriété est satisfaite I'observateur est dit
asymptotique, mais il est évident que c’est une propriété nécessaire au fonctionnement
correct de I'observateur .En conséquences il faudra choisir L telle que les valeurs propres
de la matrice (A - LC) soient toutes a parties réelles strictement négatives.

En pratique on choisit une dynamique d’erreur plus rapide que celle du processus.

Utilisation de l'observateur _en boucle fermée pour la commande par retour d’état
(régulateur-observateur):

La loi de commande s’écrit alors :
u(t) = ae(t) — Kx(t) etD 0.

Comme l'état n’est pas accessible, la commande réellement mis en ceuvre devient :
u(t) = ae(t) — KX(t),

Equations d’état en boucle fermée :
F(t)} _ {A— BK BK }P{(ﬂ {Ba}e(t)
x(t) 0 A-LC|x®]| |0

X(t)
X(t)

y(t) =[C-DK DK]{ } Dae(t)

y(t)
ae(t) u(t)

| Processus R

_’® > (A B,C,D) >

A
A 4
L
X(t)
B-LD I
> —> —> >
A-LC |
K

A

Commande par réqulateur-observateur (formulation continue).
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Les dynamiques du systéme commandé par un régulateur-observateur en boucle fermée
c'est-a-dire les valeurs propres de la matrice :

A-BK BK
0 A-LC

Sont construites de la réunion de celles désirées en boucle fermée et celles de
I'observateur. Ainsi on peut régler de fagcon indépendante le probléme de la régulation
et le probléme de régulation c’est le principe de séparation.

* Fonction de transfert en boucle fermée :

F(p) = Da +[C - DK DM{N—A+BK _BK }wéa}

0 pl —A+LC 0

* Détermination du gain de I'observateur :
Il s’agit de déterminer L soit directement, soit par la formule de Bass et Gura qui
permet la construction d’un algorithme.

Le gain de I'observateur est fixé d’'apreés le choix des valeurs propres de la matrice A-
LC:

det(pl — A+LC) =det(pl —A" +C'L"),
On note :
n-1 _ R
a(p) =det(pl —A)=p"+> apet a(p) le polynéme représentant les
i=0
dynamiques désirées pour l'observateur :

é(p)=f|(p—Ai)= p”ié P,

Ou les / sont les valeurs propres désirées pour A-LC.
Cas mono sortie (L = 1).

Calcul direct :
n-1
det(pl =A+LC)=p"+> f.(I,,...1.)p',
i=0
Oules f(l,...| ) sont n formes linéaires en les inconnues |,,...,| , c’est a dire que I'on
peut écrire, pour i = 0,...,, n-1, f,(I,,...,| ) = F L.Les n égalités :
i=0,...n=-1f(,..])=4,
Conduisenta: FL =3,

ou:
Fo 8
£ ) A
F=| | a=| %
I:n—l é'n—l
On obtient donc le gain par:
L=F"a.
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Remarques sur les observateurs :

Quel que soit le type d’observateur choisi, le principe de séparation énoncé dans le cas
continu, reste valable : commande par retour d’état et observateur peuvent étre
déterminés séparément.

Comme dans le cas continu, deux approches existent pour le choix du gain du
reconstructeur d’état, I'une basée sur la notion de placement de pdles, I'autre basée sur la
minimisation d'un critére quadratique associé.

Dans le cas des systémes discrets, il existe un choix particuliérement intéressant, qui
consiste a déterminer L tel que la matrice A- LC soit nilpotente, c’est-a-dire que toutes
ses valeurs propres soient nulles. En effet, dans ce cas on obtient un observateur a
réponse pile ou I'erreur est exactement nulle au bout de ma>{|/i} pas ou les V, sont les
indices d’observabilité.

Notons la différence avec un observateur asymptotique ou I'erreur tend vers 0.

+ Exemple de synthése de réqulateur.

- Commande linéaire quadratique a temps continu:

On parle de commande linéaire quadratique : LQ ou LQR (pour Linear Quadratic
Regulator).

Le systéme est linéaire et la commande est quadratique.

La commande optimale est un retour d’état.

On considére un systéme linéaire :

%(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) =Cx(t)
X(0) =x,

ou les matrices A, B sont respectivement de dimension (n x m) et (n x m),
xORuOR"™

et le critere quadratique a horizon fini :
T

J= %j(xTQx+ u' Ru)dt.

0

AN

ou
R est une matrice symétrique définie positive de dimension (m x m),

Q= CqTCq est une matrice symétrique semi-définie positive de dimension (n x m).

Les matrices Q et R ont un role de pondération sur I'état et la commande.

L’objectif est la détermination de la commande par retour d’état u(t) (qui assure la
stabilité du systéme tout en modérant la dépense d’énergie), en minimisant le critére de
performance J.

La méthode :
Par application directe du principe du minimum, I’'Hamiltonien s’écrit :

H (A, x,u) = A" (Ax+ Bu)+%(xTQx+ u’ Ru)

et le systeme Hamiltonien comme :
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X:a—:l:Ax+Bu

: oH
A=——=-A"1-Qx
X
aveci, =1
La condition de minimum H par rapport a la commande u s’exprime par :

oH =0~ u=-R'B"A
ou

Le systéme hamiltonien devient linéaire :

X _OH _ Ax-BR'B"A
0

j=-M o o
0X
avec les conditions initiales et finales : X(O) = Xoet/] (T) = o(conditions de

transversalité).
La solution est unique (systéme linéaire).
A s’écrit sous la forme : A(t) = P(t)X(t) avec P(t) une matrice symétrique, alors :

A = Px+ Px

A l'aide du systéme hamiltonien, on parvient a :
— A'Px-Qx= x+ PAx- PBR'B'Px

Et comme la relation est vraie [1X, on obtient I'équation de Riccati différentielle :

5 — AT 1pT

-P=A"P+PA-PBR'B'P+Q

la condition de transversalité a I'instant final donne P(T) =0.

alors :
- sile couple (A, B)est stabilisable,

- etle couple (Cq, A)est détectable,
la résolution de cette équation fournit alors la commande par retour d’état :
u(t) = —Kx(t) = -RB" P(t) x(t).

ou P(t) est une matrice solution de I'équation de Riccati différentielle.

Choix des pondérations :

Q et Rreprésentent des poids sur les états et la commande respectivement. Ils sont les

parameétres les plus importants dans le probléme LQR et leur détermination n’est pas
évidente, d’oul la nécessité d’'un grand nombre d’itération pour aboutir a un systéme
stable avec une bonne précision.
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Z :sortie
commandée
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C y :sortie

Y

Y

mesurée

(p1 -A)"

K

A

Probléme LQR (formulation continue).
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Chapitre 2. Synthése par placement de péles.
Structure RST.

Ces correcteurs permettent de réaliser un asservissement d’'un proce ssus possédant des

zéros instables. La structure est plus complexe, né  anmoins ces régulateurs sont plus souples.

Le calcul de ces correcteurs peut se faire automati  quement par un logiciel.

Le régulateur RST est fondé sur une décomposition s uivant trois polyndmes conduisant a la
structure de commande :

Ve, — 105 2041/ Ris)—— 6() Vi Ye, H(z)

35



Structure de commande RST.

La synthése du correcteur consiste a découpler les comportements dynamiques vis-a-vis de la
consigne et des perturbations éventuelles. Elle s’e  ffectue ici par approche de type placement
de pdles ; les critéres ont pour objectif d’obtenir des fonctions de transfert en boucle fermée
(suivant le modeéle) permettant de satisfaire un cah  ier de charges vis-a-vis de la consigne et
des perturbations.

Bn(P)
An(p)

D’apres la structure RST de ce régulateur, la fonct  ion de transfert en boucle fermée vérifie :

T(p)B(p)
A(P)R(p) +B(p)S(p)

Calculer le régulateur cest établir les polynsmes ~ R(P), S(p), T () en fonction des
sotomes. A(P). B(p)  An(P)et B (p).

La loi de commande est issue de la structure de I'a  sservissement :

R(PU (p) =T(P)Y.(P) = S(P)Y(pP)

Le modéle a atteindre : Gm( p) =

F(p)=

B(p)
G( p) = ; Le numérateur B( p) donne les zéros du processus.
A(P)
B( p) contient les zéros stables et instables. Ce polynd ~ me peut donc se scinder en deux
parties :

Bs(p) =b,p™ + by, p™ +..+ b p+hy

Et 'autre contenant les zéros instables :

B (p) =K(pP=Po)(P—Py)---

On peut ainsi inclure dans cette derniére partie le s zéros dont la norme est proche de 1

= B(p) =B, (p).Bs(p)

Si on rapproche F ( p) de G( p) , il parait assez naturel de penser que  F ( p) ne pourra jamais

compenser les retards intrinséques a G( p) et qui sont manifestés par la différence des degrés

des polynomes B(p) et A(P) .Le modeéle F () doit tenir compte de ce fait et on doit avoir :
degré(A,(p)) - degré(B,(p)) = degré(A(p)) - degré(B(p))

Comme Bi (p) constitue une partie non compensée de B( p) , on doit le retrouver

dans B.,(p) :



B..(p) =B (p)B,(p).
Le polyndbme R( p) intervient au dénominateur dans la boucle de régula  tion. Son degré doit

étre suffisant pour assurer la causalité du correct  eur. Les polyndmes S( p) etT( p) sont de

degré au plus égal a celuide R(Pp).

. R( p) compense les zéros compensables du processus, conte  nus dans Bs( p) Al
assure en outre la présence des intégrations nécess  aires pour assurer la précision. On
adonc:

R(z)=(z=1y B.(2)R'(2)

R'(2) est un polynéme dont le coefficient du terme de plu s haut degré est 1.

+ Le polynéme T(Z) assure le couplage du systéme a son entrée de comm  ande, il fournit

donc les zéros nécessaires pour obtenir le numérate  ur du modéle B,(z) dont une
partie est déja fournie par la partie non compensab  le du processus. On choisit donc :

I'(z)=B(2)4,(z)

Le degré de Ay(Z) n'est pas arbitraire. Il permet la synthése de  R(Z) et T (Z) On doit avoir :

degré ( A,(z)) = 2 degré ( A(z))- degré ( A, (z))-degré( B,(z))+i- L

+ Lepolynéme S(Z), tout comme R(Z), est solution d’'une équation polynomiale dans
laquelle on a remplacé les polynémes :

B(z) par B.(z)B_(z)
B _(z) par B,(2)B, (=)
R(z) par (z=1) B.(2)R'(2)
T(z) par B (2)A4,(z)

Il vient :

B, (z)4,(z)B,(z)B,(z) _ B-{:)B'.{:}_

(z=1) A(z)B (z)R'(z) + B.(2)B,(2)S(=) 4 (2)

X

Apres simplifications  R'(z)et S(Z) doivent vérifier :

(z=D' AR (=) + B, (2)5(z)= A4,(2)4,, (=)
Equation polynomiale (équation Diophantine) co  nnue sous d’identité de Bézout admet une
solution unique pour  R'(Z)et S(2), si leurs degrés sont convenables :

degré ( S(z)) <degrée( A(z))+i
degré (R'(2) )=degré ( A,(z) )+ degré (A, (=) )- degré ( A(=))- 1

A(p)=a,p" +an_1pn—1 t..tapta
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B(p) =b,p" +b,,p" " +...+bp+hy
R(p)=r, p" + Mg P+ P
S(p)=s,p" +5,.p" +... 5P+
T(p) =t, p" "'tn—lpn_l +..tpti,
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