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EXERCICE n°1                       (5𝒑𝒕𝒔) 

1- Donner le DL en 0 à l’ordre 3 de la fonction 𝑡𝑎𝑛(𝑥)    

𝑡𝑎𝑛(𝑥) =
sin 𝑥

cos 𝑥
=

𝑥−
𝑥3

6
+𝑜(𝑥3)

1−
𝑥2

2
+𝑜(𝑥3)

= 𝑥 +
𝑥3

3
+ 𝑜(𝑥3)    2pts+1pt 

La dernière égalité est obtenue en faisant la division suivant les puissances 
croissantes des parties régulières de 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑥.       1pt 

2- Calculer  lim
𝑥→0

𝑡𝑎𝑛(𝑥)−𝑥

𝑥3  

 lim
𝑥→0

𝑡𝑎𝑛(𝑥)−𝑥

𝑥3
= lim

𝑥→0

𝑥+
𝑥3

3
+𝑜(𝑥3)−𝑥

𝑥3
=

1

3
         1pt 

 

EXERCICE n°2                       ( 10𝒑𝒕𝒔 ) 

Calculer les primitives suivantes : 

1- 𝐼 = ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)𝑑𝑥       Par parties :  𝐼 = 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) − ∫
𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥   1pt 

𝐼 = 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) −
1

2
∫

2𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥 = 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) −

1

2
𝑙𝑛(𝑥2 + 1) + 𝐶     1pt+1pt 

2-        𝐽 = ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠3𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥      1pt 

          = ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥(1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥) cos 𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 − ∫ 𝑠𝑖𝑛4𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥       1pt 

         𝐽 =
𝑠𝑖𝑛3𝑥

3
−

𝑠𝑖𝑛5𝑥

5
+ 𝐶      1pt 

3- 𝐾 = ∫
𝑥+2

(𝑥−1)(𝑥2+1)
𝑑𝑥      on pose  𝐹(𝑥) =

𝑥+2

(𝑥−1)(𝑥2+1)
 sa décomposition en 

éléments simples s’écrit :   F(𝑥) =
𝑎

(𝑥−1)
+

𝑏𝑥+𝑐

(𝑥2+1)
           0.5pt   

 𝑎 = lim
𝑥→1

𝑥+2

(𝑥2+1)
=

3

2
     O.5pt 

 lim
𝑥→0

𝑥𝐹(𝑥) = 0 , d’autre part  lim
𝑥→0

𝑥𝐹(𝑥) = 𝑏 +
3

2
 d’où  𝑏 = −

3

2
       O.5pt 

 F(0) = −2 𝑒𝑡 𝐹(0) = −
3

2
+ 𝑐  d’où 𝑐 = −

1

2
         O.5pt 

 



D’où  𝐹(𝑥) =
3

2(𝑥−1)
−

3𝑥+1

2(𝑥2+1)
 

𝐾 = ∫ (
3

2(𝑥−1)
−

3𝑥+1

2(𝑥2+1)
) 𝑑𝑥  

𝐾 =
3

2
𝑙𝑛|𝑥 − 1| −

3

4
∫

2𝑥

𝑥2+1
−

1

2
∫

1

𝑥2+1
         O.5pt +O.5pt 

       𝐾 =
3

2
𝑙𝑛|𝑥 − 1| −

3

4
𝑙𝑛(𝑥2 + 1) −

1

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝐶      O.5pt+ O.5pt 

 

EXERCICE n°3                     ( 5𝒑𝒕𝒔 ) 

Soit 𝐴 une matrice carrée d’ordre 3 : 𝐴 = (
1 1 0
1 𝑎 1
1 0 𝑎

) où 𝑎 ∈ ℝ 

- Pour quelles valeurs de 𝑎 la matrice 𝐴 est inversible. 

𝐴 est inversible si 𝑑é𝑡(𝐴) ≠ 0 

              𝑑é𝑡(𝐴) = − |
1 1
1 0

| + 𝑎 |
1 1
1 𝑎

| = 1 + 𝑎2 − 𝑎       1pt 

  le polynôme 𝑝(𝑎) = 𝑎2 − 𝑎 + 1 n’a pas de racine car son discriminant est 
strictement négatif (∆= −3).                                                   1pt 

          𝑑é𝑡(𝐴) ≠ 0 ∀𝑎 ∈ ℝ , d’où   ∀𝑎 ∈ ℝ, 𝐴  est inversible.     O.5pt 

 

- On suppose que 𝑎 = 1, calculer 𝐴−1 par la méthode de Gauss. 

 {
1 1 0
1 1 1
1 0 1

|
1 0 0
0 1 0
0 0 1

}
𝑙1
𝑙2
𝑙3

                                                         O.5pt 

 

 {
1 1 0
0 0 1
0 −1 1

|
1 0 0

−1 1 0
−1 0 1

}
𝑙1

𝑙2 ← 𝑙2 − 𝑙1
𝑙3 ← 𝑙3 − 𝑙1

 ;                           O.5pt 

 

 {
1 1 0
0 −1 1
0 0 1

|
1 0 0

−1 0 1
−1 1 0

}
𝑙1

𝑙2 ↔ 𝑙3
𝑙3 ↔ 𝑙2

                         O.25pt 

 

 {
1 1 0
0 −1 0
0 0 1

|
1 0 0
0 −1 1

−1 1 0
}

𝑙1
𝑙2 ↔ 𝑙2 − 𝑙3

𝑙3
   ;                            O.5pt 

 



 {
1 1 0
0 1 0
0 0 1

|
1 0 0
0 1 −1

−1 1 0
}

𝑙1
𝑙2 ↔ −𝑙2

𝑙3
                      O.25pt 

 

 {
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
1 −1 1
0 1 −1

−1 1 0
}

𝑙1 ← 𝑙1 − 𝑙2
𝑙2
𝑙3

                             O.5pt 

 

Conclusion : 𝐴 = (
1 −1 1
0 1 −1

−1 1 0
) 

 

QUESTION BONUS      ( 2pts) 

                  

Résoudre l’une des équations différentielles suivantes, en donnant sa nature. 

 

1-   𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 𝑒−𝑥2
                    2-    𝑥2𝑦′ = 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥𝑦 

1 − 𝑥𝑦 = 𝑒−𝑥2
              Est une équation linéaire d’ordre 1 

a- L’équation homogène associée est : 𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 0 admet 𝑦𝐻 = 𝑘𝑒−𝑥2
𝑜ù 𝑘𝜖ℝ comme solution 

générale. 

b- On cherche une solution particulière par la méthode de la variation de la constante  

   On pose 𝑦𝑝 = 𝑘(𝑥)𝑒−𝑥2
,   𝑦′𝑝 = 𝑘′(𝑥)𝑒−𝑥2

− 2𝑥𝑘(𝑥)𝑒−𝑥2
 

 𝑦′𝑝 + 2𝑥𝑦𝑝 = 𝑒−𝑥2
⇒ (𝑘′(𝑥)𝑒−𝑥2

− 2𝑥𝑘(𝑥)𝑒−𝑥2
) + 2𝑥𝑘(𝑥)𝑒−𝑥2

= 𝑒−𝑥2
 

 𝐷′𝑜ù  𝑘′(𝑥) = 1 ⇒  𝑘(𝑥) = 𝑥  et    𝑦𝑝 = 𝑥𝑒−𝑥2
  

c- Conclusion : la solution générale de l’équation (1) est : 𝑦 = (𝑥 + 𝑘)𝑒−𝑥2
𝑜ù 𝑘𝜖ℝ 

 (2):  𝑥2𝑦′ = 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥𝑦 est homogène en 𝑥 𝑒𝑡 𝑦 car (2) ⇔ (2′) 𝑦′ = 1 + (
𝑦

𝑥
)

2
−

𝑦

𝑥
  

  (𝑦’𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 (
𝑦

𝑥
)). 

On pose : 𝑡 =
𝑦

𝑥
⇒ 𝑦 = 𝑡𝑥 ⇒ 𝑦′ = 𝑡′𝑥 + 𝑡 

 (2′) devient : 𝑡′𝑥 + 𝑡 = 1 + 𝑡2 − 𝑡 ⇒
𝑑𝑡

𝑑𝑥
𝑥 = (1 − 𝑡)2 ⇒

1

1−𝑡
= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

 1 − 𝑡 =
1

𝑙𝑛|𝑥|+𝑐
⇒ 𝑡 = 1 −

1

𝑙𝑛|𝑥|+𝑐
 

Conclusion : La solution générale de l’équation (2) est : 𝑦 = 𝑥 (1 −
1

𝑙𝑛|𝑥|+𝑐
)  𝑜ù 𝑐𝜖ℝ 

 

                                                                                                          



                                                                                                                                                             

 


