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2°me année Licence (L2) en Génie Civil (S6)

Examen final de méthodes numériques (GS422)

Exercice 1 (9 Pts) (Résolution des systémes linéaires)

(6 pts) 1/ Réaliser la décomposition LU de la matrice :

2 4 4 1

(1 3 1 -1

A= 1 5 6 2

0O -1 1 3
4
(3 pts) 2/ En déduire la solution du systéme linéaire Ax = b avech = :;
6

Exercice 2 (6 Pts) (Résolution des équations non-linéaires)

Soit f(x) =e* —x—2 avec [=11,2]
Nous proposons d’appliquer 2 méthodes de point fixe basées sur les fonctions g(x) suivantes :
g1(x) =e* -2
et

g2(x) = In(2 + x)

(1 pt) 1/ Comment ces fonctions (gi1(x) et gz(x)) ont été obtenues ?

(3 pts) 2/  Faire 3 itérations a partir de xo= 1 pour chacune des 2 méthodes de point fixe (considérer
3 chiffres aprés la virgule).

(2 pts) 3/ Endéduire siles méthodes de points fixes utilisant g1(x) et gz(x) sont convergentes. Justifier
votre réponse.

Exercice 3 (5 Pts) (Interpolation polynoémiale)

Soient les points représentés dans le tableau suivant :

Xi -1 0 1 2
f(xi) -1 1 0 0
(1 pt) 1/ Quel est le degré du polyndme représenté par ces points ?
(4 pts) 2/ Trouver ce polynéme par la méthode de Lagrange.

Bon courage
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Exercice 1 (9 pts)

La matrice A peut-étre décomposée en LU selon 'algorithme ci-dessous :

1/ i .
w;j = (a;; - Z_}(Jl LikUkj) pour j =i
lij = (aij - Z{(_:ll likukj)/ujj pourj <i (1 pt)
lij=1 pourj =i
Les termes de la diagonalede L : 11 = 1y, = l33 = [44, = 1 (4 x0.25 pt)
On calculera alternativement les lignes de U et les colonnes de L.
e La premiére ligne de U n'est autre que la premiere lignede [Al:u1 =2; up=4; iz =4 uy=1
(4 x 0.25 pt)
e La premiére colonnede L : Ly = G 1 ;L3 = Ga1 -1 s Ly = 441 — 0 (3x0.25pt)
Uin 2 Uin 2 Unx
e La seconde Iigne de U: U22 = a22 — L21U12 = 1, U23 = a23 - L21U13 = _1, U24 = a24 - L21U14 = _3
(3 x 0.25 pt)
e La seconde colonnede L : Ly, = % =3,: Ly = % =-1 (2x0.25pt)
22 22
ela3*™ligne de U: Usz = a3z — L3y Urz — LgaUsz = 7 ; Usy = azq — L3y Urg — L3aUpy = 6 (2%0.25 pt)
ela3®m colonnedel: Ly = a"’3_L“Zl3_L“U23 =0 (0.25 pt)
33
ela 4éme Iigne de U: U44 = a44 - L41U14 - L42U24 - L43U34 = % (0.25 pt)
2 4 4 1 1 0 0O
-1 -3 1
[U]=0 1 -1 =3/ 0] = /p 1 00
0o 0 7 6 1/2 3 1 0
3
00 0 2/ 0 -1 0 1
4
2/ Pour résoudre le systéme linéaire Ax = b, avecbh = :2 , on utilise la décomposition LU et on
6
résout successivement les systemes LZ = betUx =7
1 0 0flz - Z,=-3
. 2 2 1 2
a. Systéeme LZ = b & = o 4 x 0.25 pt
y 1, 3 1 0||% _2 Z,=5 | pt)
0 -1 0 1\%/ 16 Zs=3
2 4 4 % X4 4 X4 =2
b SstémeUx—Z<:>0 Lo _/2 Y2l _ )3 x3=_1(4x05 t)
' Y - 00 7 6 |)x( )5 x, = —1 =P
X —
00 0 3/, [\ 3 X, =5
X1 5
La solution finale est donc : 2l _ )1
X3 -1
X4 2
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Exercice 2 (6 pts)
Soit f(x) =e* —x—2 avec [=[1,2]
Nous proposons d’appliquer 2 méthodes de point fixe basées sur les fonctions g(x) suivantes :

g1(x) =e* =2
et

g>(x) =In(2 + x)

1/ Comment ces fonctions (g1(x) et gz(x)) ont été obtenues :

f(x)=0 =>e* — x — 2 = 0 on isolant x de cette équation afin de I’écrire sous la forme x=g(x), on

obtient : [x = e* — 2 = g;(x) (0.5pt)

Aussi, on peut isoler le x de €%, on aura alors e* = x + 2 =[x = In(x + 2) = g,(x)| (0.5 pt)

2/ Faire 3 itérations a partir de xo=1 pour chacune des 2 méthodes de point fixe :
L'algorithme du point fixe s’écrit :
Xy donné
Xn+1 = g(Xn)
critére d'arrét(1073)

Itération N° 1 Itération N° 2 Itération N° 3
X1 X2 X3
g1(x,) = e*n — 2 0,718 0,050 -0.948 (3x0.5 pt)
x0=1
g2(xp) =In (x, +2) 1,098 1,131 1.141 (3x0.5 pt)
3/ La convergence de g1(X) et gz(x) ?
D’apres les calculs gi(x) diverge alors que g2(x) converge. (0.5 pt)
Démonstration : Pour que ces deux fonctions convergent, il faut appliquer le théoreme
d’OSTROWDKI :
Max |g' (x)|xer <1  (0.5pt)
sil < x <2 (dansl'intervalle I)
a x)=e*—-2=g9' x=ex:{
b e 9, el<e*<e? o 2718<e*<7389  (0Z5PY

= max |g (X)) =7389>1= g41(x) diverge (0.25 pt)
b) g2(x)=In(x+2)=g" (x) = ﬁ (0.25 pt)
sil<x<?2 (dans lintervalle I)
=
1+2 <x+2 <242 o 3<x+2<4 =>-<-L <!
4= x+2 =3
= max |g' () |xe = % <1= g,(x)converge (0.25 pt)
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Exercice 3 (5 pts)

Xi -1 0 1 2
f(xi) -1 1 0 0

1/ Quel est le degré du polynéme représenté par ces points ?

Le polyn6me trouvé a partir de ces points est de degré (n-1). Etant donné le nombre de points
(n=4) alors le polyndme sera de degré 3. (1 pt)

2/ Trouver ce polyndme par la méthode de Lagrange :

Le polyndme de Lagrange : P(x) = Xi= a;L;(x) ; (0,5 pt)
i ]—0,]¢lxi_xj i fl (0,5 pt)

P(x) = apLo(x) + a;L1(x) + azL,(x) + azL;(x)
Avecay=f(-1)=-1;a,=f(0)=1;a,=f(1)=0;a;=f(2)=0 (4 x 0.25pt)

= P(x) = —Lo(x) + L1(x) + 0.L,(x) + 0.L3(x) = —=Lo(x) + L1 (x)

| Gx)am)ex) | G0e-De-2)  __ G0e-DE-2) _ 1.3 o 3
Lo = G e G L0 CI-D1D) 6 (" —3x"+2x) (05pt)
| Gx)ax)ws) _ DE-DGE-2) _ a2 _ 1,3 o 5 05 ot
L = S G Gay) . (G D(O-D)(0-2) 2 (7 —2x* —x+2) (059
2 3 1
2.3 _Z.,2__ (1 pt)
P(x) 2 X T oxT X +1
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